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1 Ein bifichen Topologie

In diesem Abschnitt fithren wir das Konzept eines metrischen Raums ein und
lernen viele wichtige Begriffe kennen, die damit zu tun haben. Inbesondere wer-
den wir den Begriff einer konvergenten Folge und den einer stetigen Funktion
weitreichend verallgemeinern.

1.1 Metrische Riume

Viele Resultate der Analysis benttigen keine Rechenoperationen sondern ledig-
lich einen Abstandsbegriff. Das Konzept eines metrischen Raums abstrahiert
den Begriff des Abstands von Punkten, den wir von Euklidischen Rdumen her
kennen.

1.1 Definition: Sei X eine Menge und d : X x X — R>( eine Funktion. Das
geordnete Paar (X, d) heiit metrischer Raum, falls folgende Axiome fiir alle
x,y,z € X erfiillt sind:

(M1) Positiv-Definitheit: d(x,y) = 0 gilt genau dann, wenn x = y.

(M2) Symmetrie: d(z,y) = d(y, x).

(M3) Dreiecksungleichung: d(z,y) < d(z, z) + d(z,y).

Die Funktion d nennen wir auch Metrik oder Abstandsfunktion und die

Elemente von X nennen wir Punkte. Ferner nennen wir d(z,y) den Abstand
von x und y.

1.2 Beispiel: Mit d(z,y) := |z — y| ist (K,d) ein metrischer Raum fiir K €
{R,C}. In der Tat, der Absolutbetrag liefert stets nichtnegative Werte. Zudem
gilt |z — y| = 0 genau dann, wenn x — y = 0, also x = y (Positiv-Definitheit).
Ferner ist natiirlich |z —y| = | — (y — 2)| = |y — z| (Symmetrie). Schliefilich gilt
(nach Bemerkung 3.13 in Analysis I)

lt—yl=lr—2z+z—yl=[r—2)+(z-y)| <|z -2+~ 1yl

also gilt auch die Dreiecksungleichung.



Das néchste Beispiel verallgemeinert das obige.

1.3 Beispiel: Erinnerung: Sei (X, +,-) ein K-Vektorraum. Eine Funktion || -|| :
X — R, z — ||z||, heilt Norm auf X, falls sie folgende Axiome erfiillt:

(N1) |||l = 0 genau dann, wenn x = 0.

(N2) ||az| = |af||=| fir alle « € K und z € X.

(N3) [l +yl| < [lz]| + [lyl| fir alle z,y € X.

Mit d(z,y) := ||z — y|| ist (X,d) ein metrischer Raum. Die Positiv-Definitheit
folgt sofort aus (N1). Die Symmetrie folgt aus (N2), denn ||z —y|| = ||(—-1)(y —

)| = | = 1lly — z|| = ||y — z||. Die Dreiecksungleichung schliefflich folgt aus
(N3).

Konkretes Beispiel: Sei X = R™ mit den iiblichen Rechenoperationen. Beispiele
fiir Normen auf X sind

n

llz||l2 = fo (Euklidische Norm, L?-Norm)
i=1
lz|l, = Z |z;| (Summennorm, L!-Norm)
i=1

lz|loo = max. |z;| (Maximumsnorm, L°°-Norm)

1.4 Beispiel: Sei X eine beliebige Menge. Mit

_J O firz=y
d(@,y) '_{ 1 fiirz#y

ist (X,d) ein metrischer Raum (wenn auch ein trivialer und meistens recht
nutzloser). Die Positiv-Definitheit und die Symmetrie sind unmittelbar aus der
Definition ersichtlich. Die Dreiecksungleichung d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) ist
leicht einzusehen. Falls x = y, ist d(z,y) = 0, dann gilt sie trivialerweise. Ist
x #£ y (also d(z,y) = 1), so muss z # z oder z # y (also d(x,2) + d(z,y) > 1)
gelten, da sonst x = y. O

Eines der wichtigsten Konzepte im Zusammenhang mit metrischen Rdumen ist
das einer offenen (bzw. abgeschlossenen) Menge.

1.5 Definition: Sei (X, d) ein metrischer Raum. Fiir x € X und r > 0 heif}t
Bz, r):={y e X | d(z,y) <r}

der offene Ball mit Mittelpunkt x und Radius r. Sei A C X eine Teilmenge.
Dann heifit A



e offen (in X), falls zu jedem x € A ein r > 0 existiert, so dass B(z,r) C A.

e abgeschlossen (in X), falls X\ A offen ist.

Sei x € X. Eine Menge U C X heifit Umgebung von x, falls es eine offene
Menge A C X mit x € A C U gibt. Falls U selbst offen ist, nennen wir U eine
offene Umgebung von z.

1.6 Beispiel: Die offenen Bille B(z,r) sind offene Mengen. Ist ndmlich y €
B(z,r) und s :=r —d(y, ), so ist s > 0 und es gilt B(y,s) C B(z,r). Denn fiir
alle z € B(y, s) gilt nach der Dreiecksungleichung

d(z,z) <d(z,y) +d(y,x) < s+ d(y,z) =r —d(y,z) + d(y,z) = 7.

1.7 Beispiel: In (R,d) mit d(z,y) = |x — y| gilt Folgendes:

e Beliebige Vereinigungen offener Intervalle Ja;, b;[ mit —oco < a; < b; < 00
sind offen. Man sieht leicht, dass mit jedem Punkt einer solchen Menge
auch ein offener Ball um diesen Punkt in der Menge enthalten ist.

e Endliche Vereinigungen abgeschlossener Intervalle [a;, b;] mit —oco < a; <
b; < oo oder (—o0,al, [b, o) sind abgeschlossen.

e Intervalle der Form [a,b] mit a < b sind weder offen noch abgeschlossen,
denn zum Punkt a gibt es keinen Ball B(a,r) =Ja — r,a + r|[, der ganz in
[a, b enthalten ist und zum Punkt b gibt es keinen Ball B(b,r), der ganz
in R\[a, b[=] — 00, a[U[b, +00[ enthalten ist.

O

Einige elementare Eigenschaften metrischer Rdume und offener Mengen sind in
folgendem Satz zusammengefasst.

1.8 Satz: Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann gilt:

(a) Jede Teilmenge A C X ist mit der Einschrinkung d|axa : A X A — Rxg
selbst ein metrischer Raum.

(b) Die leere Menge () und die Menge X sind offen und abgeschlossen in X .

(c) Beliebige Vereinigungen offener Mengen in X sind offen in X, d.h. sind A;,
i € I (I eine beliebige Indexmenge) offene Mengen, dann ist auch | J;.; A;
offen.

(d) Endliche Durchschnitte offener Mengen in X sind offen in X, d.h. sind
Ay,..., Ay, n €N, offene Mengen, so ist auch (;_, A; offen.



Beweis: (a) Da die Axiome (M1)—(M3) fiir alle z,y,z € X gelten, sind sie
natiirlich insbesondere fiir alle z,y, z € A giiltig.

(b) Da die leere Menge gar kein Element enthilt, ist die Bedingung an offene
Mengen trivialerweise erfiillt. Also ist () offen. Da fiir alle x € X und r > 0 nach
Definition B(z,r) C X gilt, ist auch X offen. Da () das Komplement von X ist
und umgekehrt, sind beide Mengen auch abgeschlossen.

(c) Seien A;, i € I, offene Mengen in X und A := J;c; 4;. Ist nun = € A, so
gilt « € A; fiir mindestens ein ¢ € I. Da A; offen ist, gilt B(z,r) C A; C A fiir
ein r > 0. Also ist A offen.

(d) Seien Aj,...,A,, n € N, offen in X und A := [_, 4;. Ist z € A, so ist
x € A; fiir i =1,...,n. Daher gibt es r; > 0 mit B(z,r;) C A; firi=1,...,n.
Fiir r := min(ry,...,7,) gilt dann » > 0 und

B(z,r) ={y € X|d(z,y) <r} C{y € X|d(z,y) <ri} CA; firi=1,...,n.

Daraus folgt B(z,r) C A. Also ist A offen. O

Eine Teilmenge A C X mit der eingeschriankten Metrik d|4x 4 nennen wir auch
einen Teilraum von (X, d).

1.9 Bemerkung: Noch zwei wichtige Bemerkungen:

e Offenheit und Abgeschlossenheit sind relative Begriffe. Eine Menge A C
B C X, die im Teilraum B offen ist, muss z.B. in X nicht offen sein.
In der Tat ist ja nach Satz jede Menge A relativ zu A als Teilraum
von X offen und abgeschlossen, wihrend A relativ zu X weder offen noch
abgeschlossen sein muss.

e Beliebige Durchschnitte und endliche Vereinigungen abgeschlossener Men-
gen sind abgeschlossen, was direkt aus Satz iii) und (iv) folgt.

Als einfache Folgerung aus der Dreiecksungleichung ergibt sich die sogenannte
Dreiecksungleichung nach unten (bzw. umgekehrte Dreiecksungleichung), die wir
auch schon aus Analysis I kennen (Bemerkung 2.15):

1.10 Satz: Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann gilt fiir alle z,y,z € X:

|d(x,z) - d('z»y)‘ < d(.’E,y)

Beweis: Wir miissen zeigen, dass d(z,z) — d(z,y) < d(z,y) und d(z,y) —
d(z,z) < d(x,y). Unter Verwendung der Symmetrie der Metrik, sehen wir,
dass diese Ungleichungen dquivalent sind zu d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) und
d(z,y) < d(z,z) + d(z,y). Also folgt die Behauptung aus der gewdéhnlichen
Dreiecksungleichung. O

Relativ zu einer Teilmenge eines metrischen Raums X koénnen wir die Punkte
von X disjunkt in drei Mengen zerlegen.



1.11 Definition: Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge.
Ein Punkt x € X heifit

(i) innerer Punkt von A, falls r > 0 existiert mit B(z,r) C A.
(ii) duBerer Punkt von A, falls r > 0 existiert mit B(z,r) C X\A.

(iii) Randpunkt von A, falls B(z,r) N A # ) und B(z,r) N (X\A) # 0 fiir
alle r > 0 gilt.

Die Menge aller inneren Punkte von A nennen wir das Innere von A, in Zeichen
A°. Die Menge aller Randpunkte von A nennen wir den Rand von A, in Zeichen
0A. Zudem nennen wir die Vereinigung von A° und 0A den Abschluss von A
und schreiben dafiir A.

1.12 Beispiel: Wir betrachten den metrischen Raum (R, d) mit d(z,y) = |x —
y|. Sei A = [a,b[ mit a < b ein halb-offenes Intervall. Dann gilt:

o A° =la,b|.
e JA = {a,b}.
o A=lab].

Das Gleiche gilt fiir A =]a,b], A = [a,b] und A =]a, b[. Begriindung: Ist  €]a, b[
und 7 := min(|z — al,|z — b|), so ist r > 0 und es gilt B(z,r) C A fir jede
dieser Mengen. Ist * = a oder = b, so enthilt jeder Ball B(z,r) Punkte, die
aulerhalb von A liegen und Punkte, die innerhalb von A liegen. Daraus ergeben
sich die obigen Beziehungen.

Weitere Beispiele:
o Fir A=Rgilt A°=R, 0A =0 und A =R.
e Fir A=Qugilt A°=0, 0A=Rund A =R.

1.13 Satz: Sei A eine Teilmenge eines metrischen Raums (X, d). Dann gilt:

(a) Die Menge der dufieren Punkte von A ist identisch mit (X\A)°. Zudem
bilden die Mengen A°, A und (X\A)° eine disjunkte Zerlegung von X.

(b) A° ist offen und DA, A sind abgeschlossen in X.

Beweis: (a) Klar nach Definition.

(b) Ist € A° und gilt B(z,r) C A, so gehoren auch alle Punkte aus B(z,r) zu
A°, denn fiir y € B(z,r) gilt B(y,r —d(y,z)) C B(z,r) C A (siehe Beispiel [L.6)).
Also gilt B(z,r) C A°, d.h. A° offen. Folglich ist auch die Menge (X\A)° der
duBeren Punkte offen. Da nach (a) 94 = (A° U (X\A)°)¢ und die Vereinigung
offener Mengen offen ist, ist 94 abgeschlossen. Die Menge A ist das Komplement
von (X\A)°, also auch abgeschlossen. O



1.2 Folgen, Stetigkeit und Grenzwerte
Folgen in metrischen Réumen verallgemeinern Folgen in K € {R, C}.

1.14 Definition: Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (in X) ist eine
Funktion a : N — X n — a(n) = a,, geschrieben (a,)nen. Die Punkte a,, n €
N, heilen auch die Folgenglieder der Folge. Ist k : N — N eine streng monoton
wachsende Funktion, so heit die Funktion n — ay,, geschrieben (ay, )nen,
Teilfolge von (a,)nen-

Sprechweise: Ist A eine Teilmenge von X, so sagen wir, (a,)nen sei eine Folge
in A, falls a,, € A fiir alle n € N.

1.15 Definition: Eine Folge (ay)nen in (X, d) heifit konvergent, falls es ein
a € X gibt, so dass zu jedem € > 0 ein N = N(¢e) € N existiert mit

an, € B(a,e) fiir allen > N. (1)

Der Punkt a heifit dann der Grenzwert oder Limes der Folge (a,)nen. Wir
schreiben auch a = lim,,_,o a,, oder a, — a und sagen, dass die Folge gegen
a konvergiert.

1.16 Bemerkung: Natiirlich ist die Bedingung dquivalent zu

d(an,a) < e fiir alle n > N.

1.17 Satz: Eine Folge (ay,)nen in einem metrischen Raum (X, d) hat héchstens
einen Grenzwert. Konvergiert eine Folge, so hat sie also genau einen Grenzwert.

Beweis: Ubungsaufgabe O

1.18 Definition: Sei (a,)nen eine Folge in (X,d). Ein Punkt a € X heift
Haufungswert von (a,)nen, falls es eine Teilfolge (a, )nen gibt, die gegen a
konvergiert.

Der sehr einfache Beweis des folgenden Satzes ist eine Ubungsaufgabe (Teil (b)
wird genauso bewiesen wie der entsprechende Satz in Analysis I):

1.19 Satz: Sei (X, d) ein metrischer Raum und (ay)nen eine Folge in X. Dann
gilt:

(a) Die Haufungswerte von (an)nen sind genau diejenigen Punkte x € X, so
dass fiir jede Umgebung U von x (bzw. fiir jeden Ball der Form B(x,r)
mit r > 0) gilt: a,, € U fiir unendlich viele n € N.

(b) Konvergiert (ap)nen gegen a € X, so konvergiert auch jede Teilfolge von
(an)nen gegen a. In diesem Fall hat (an)nen also genau einen Haufungs-
wert, ndmlich den Grenzwert a.



Mit Hilfe von Folgen konnen wir eine oftmals sehr hilfreiche Charakterisierung
abgeschlossener Mengen beweisen.

1.20 Satz: Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Menge A C X ist genau dann
abgeschlossen, wenn gilt: Ist (a,)nen eine Folge in A mit lim,,_,~ a,, = x fiir ein
x € X, so gilt x € A.

Beweis: ,,=“: Sei A abgeschlossen und (a,)nen eine Folge in A mit Grenzwert
z € X. Wir machen die Widerspruchsannahme, dass ¢ € X\ A. Da X\ A offen
ist, gibt es ein € > 0 mit B(x,e) C X\ A. Wihle N € Nso gro8, dass a,, € B(z,¢)
fiir alle n > N. Dann folgt a,, ¢ A fiir alle n > N, ein Widerspruch!

»<=“ Nun gelte umgekehrt, dass die Grenzwerte aller konvergenten Folgen in
A Elemente von A sind. Wir machen die Widerspruchsannahme, dass A nicht
abgeschlossen ist. Dann ist X'\ A nicht offen und folglich existiert € X\ A mit
B(z,2)N A # 0 fiir alle n € N. Wir kénnen daher eine Folge (ay)nen in A
finden mit a,, € B(z, %) fiir alle n € N. Diese Folge konvergiert aber gegen =,
da d(an,x) < 1/n, ein Widerspruch! O
Mit Hilfe von Folgen kénnen wir auch den Begriff der Stetigkeit fiir Funktio-

nen zwischen metrischen Rdumen einfithren. Es gibt allerdings auch andere,
dquivalente Charakterisierungen.

1.21 Satz und Definition: Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume und
f : X = Y eine Funktion. Dann heifit f stetig in x € X, falls eine der folgenden
dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

(i) Fiir jede gegen x konvergente Folge (zy)nen in X konvergiert die durch
Yn := f(x,) definierte Folge (yn)nen gegen f(x).

(ii) Zu jedem e > 0 gibt es ein § = 6(g) > 0, so dass fiir beliebige & € X gilt:
dx(z,2) <d = dy(f(x), f(7)) <e.

(iii) Zu jeder Umgebung V von f(x) gibt es eine Umgebung U von z, so dass
fo) cv.

Wir nennen f stetig, falls f in jedem Punkt x € X stetig ist.

Beweis: Wir miissen die Aquivalenz von (i)—(iii) zeigen:

(i) = (ii): Angenommen (i) gilt und (ii) gilt nicht (Widerspruchsannahme).
Dann gibt es ein € > 0, so dass zu jedem 6, := %, n € N, ein z,, € X existiert
mit dx(z,x,) < §, und dy (f(z), f(zn)) > €. Die Folge (x,)nen konvergiert
offensichtlich gegen z, aber die Folge (f(x,))nen konvergiert nicht gegen f(z),

da f(zn) € X\B(f(z),¢) fiir alle n € N, ein Widerspruch!

(ii) = (iii): Sei V eine beliebige Umgebung von f(z). Dann gibt es eine offene
Menge A in X mit f(x) € A C V. Folglich gibt es ein £ > 0 mit B(f(x),e) C



A C V. Nach (ii) gibt es ein § = d(¢), so dass f(B(z,d)) C B(f(z),e). Mit
U:= (x 9) folgt die Behauptung.

(iii) = (i): Sei (z,)nen eine gegen x konvergente Folge und £ > 0. Die Menge
V := B(f(x),¢) ist eine Umgebung von f(z). Nach (iii) existiert deshalb eine

Umgebung U von = mit f(U) C V. Weiter existiert (wie oben) ein ¢ > 0 mit
B(z,6) c U. Sei N € N so gro3 gewahlt, dass z,, € B(z,J) fir alle n > N.
Dann folgt f(x,) € f(B(z,d)) C f(U) C B(f(x),e) fir alle n > N. Folglich
konvergiert (f(zn))nen gegen f(x). O

1.22 Bemerkung: Die Charakterisierung (i) stetiger Funktionen wird uns
noch oft in der Schreibweise
Jm 1) =/ (Jim ) @

begegnen. In Worten: Stetige Funktionen vertauschen mit der Bildung von
Grenzwerten.

Beachte: Anschaulich bedeutet die Stetigkeit einer Funktion, dass die Funktion
keine ,,Sprungstellen“ hat. Diese Anschauung kann aber manchmal irrefithrend
sein, siehe die Funktion

sin  fiir £ #£0
f(:c){ 0" firw—0 f:R—=R

Fiir die Stetigkeit auf dem gesamten Definitionsbereich gibt es noch eine weitere
sehr hilfreiche Charakterisierung.

1.23 Satz: Eine Funktion f : X — Y zwischen metrischen Rdumen ist genau
dann stetig, wenn das Urbild f~1(O) von jeder in Y offenen Menge O offen in
X ist.

Beweis: ,=“: Sei f stetig und O C Y offen. Wihle 2 € f~1(O) beliebig. Dann
gibt es ein & > 0, so dass B(f(x),e) C O. Wihle ¢ > 0 so, dass aus dx(x,Z) < &
folgt, dass dy (f(z), f(¥)) < e. Dann gilt B(z,d) C f~1(0). Also ist f~1(0)
offen in X.

»,<"“: Das Urbild jeder offenen Menge unter f sei offen. Seien z € X und € > 0.
Dann ist U := f~1(B(f(x),¢)) offen in X. Da = € U, existiert ein § > 0 mit
B(z,6) C U. Also gilt f(B(z,0)) C B(f(x),e) oder dquivalent: d(z,Z) < o
impliziert d(f(z), f(Z)) < e. Also ist f stetig in . O

1.24 Bemerkung: Eine wichtige Konsequenz aus dem obigen Satz ist, dass die
Stetigkeit einer Funktion nur von der Familie aller offenen Mengen abhéngt und
nicht von der konkreten Metrik. Denn verschiedene Metriken konnen dieselben
offenen Mengen erzeugen. Zum Beispiel erzeugt jede Norm auf dem K™ mittels
der induzierten Metrik d(z,y) = ||z — y|| dieselbe Familie offener Mengen.



1.25 Satz: Folgende Funktionen sind stetig:

(a) die Identitét idx auf einem beliebigen metrischen Raum
(b) alle konstanten Funktionen zwischen metrischen Ridumen

(c) die Einschridnkung einer stetigen Funktion f : X — Y auf eine Teilmenge
ACX,also fla:A—Y

(d) die Komposition go f zweier stetiger Funktionen f : X - Y undg:Y — Z

Beweis: (a)—(c) sind sehr leicht einzusehen. Wir zeigen daher nur (d). Hierzu
zwel Beweise:

e Seien X,Y,Z metrische Rdume und f : X — Y, g : Y — Z stetige
Funktionen. Mit Satz folgt: Ist O C Z offen, so ist auch g=1(O) offen
in Y. Dann ist auch f~1(g71(0)) = (g o f)~1(O) offen in X.

e Punktweise Version: Ist f stetig in 2 und g stetig in f(z), so ist go f stetig
in z. Ist ndmlich (z,)nen eine gegen x konvergente Folge, so konvergiert
die durch y,, := f(x,) definierte Folge gegen f(x), weil f in x stetig ist.
Dann konvergiert aber auch die durch z, := ¢(y,) definierte Folge gegen
g(f(x)), weil g in f(x) stetig ist.

O

Beispiele fiir stetige Funktionen sind: alle polynomialen Funktionen sowie die
aus Analysis I bekannten Funktionen exp, In, sin, cos, . . ..

Da mit einem metrischen Raum auch stets eine Funktion gegeben ist, ndmlich
die Metrik d : X x X — R>, ist es eine interessante Frage, ob diese Funktion
stetig ist.

1.26 Beispiel: Ist (X, d) ein metrischer Raum, so ist die Metrik
d: X xX —>Rxg

eine stetige Funktion. Um dies zu sehen, wéhlen wir auf X x X die Metrik (siche
Ubungsaufgaben)

dxxx(x1,22), (Y1,¥2)) := max{d(z1,y1),d(x2,y2)}.

Nun seien (z1,22) € X X X und € > 0 beliebig gewihlt. Wir miissen zeigen,
dass es ein § > 0 gibt, so dass aus dx x x ((z1,22), (y1,y2)) < § stets |d(x1,z2) —
d(y1,y2)| < € folgt. Dazu stellen wir zuniichst fest, dass

d(wy,22) < d(z1,91) + d(y1,y2) + d(y2, z2)
d(y1,y2) < d(y1,z1) + d(x1, z2) + d(x2, y2)

10



nach zweimaliger Anwendung der Dreiecksungleichung. Daraus folgt unter Ver-
wendung der Symmetrie

|d(z1, 22) — d(y1, y2)| < d(z1,y1) + d(x2, y2) < 2dxxx ((21,22), (Y1,¥2)).

Wéhlen wir nun 6 = %5, so folgt die Behauptung. O
Auf metrischen Raumen lassen sich noch stéirkere Stetigkeitsbegriffe einfithren.

1.27 Definition: Sei f : X — Y eine Funktion zwischen metrischen Rdumen
(X,dx) und (Y,dy). Dann heifit f gleichmiBig stetig, falls zu jedem ¢ > 0
ein § > 0 existiert, so dass fiir beliebige x1, x5 € X gilt:

dx(z1,22) <6 = d(f(x1), f(z2)) < e.

Unterschied zur Stetigkeit: Reihenfolge der Quantoren!
Stetigkeit:
Ve e XVe>030 >0V € X :d(z, %) < =d(f(z), f(Z)) <e.
GleichméBige Stetigkeit:
Ve>030 >0Ve,z € X : d(z, %) <d=d(f(z), (7)) <e.

Im Falle der Stetigkeit darf das § also von x abhéngen, im Falle der gleichm&fi-
gen Stetigkeit muss es ein § geben, das fiir alle x funktioniert!

1.28 Satz: Gleichméfig stetige Funktionen sind stetig.
Beweis: Trivial. O

1.29 Beispiel: Die reelle Exponentialfunktion exp : R — R ist stetig, aber
nicht gleichméBig stetig. Warum nicht gleichméflig? Nach dem Mittelwertsatz
gibt es fiir alle a < b ein ¢ € (a,b), so dass

e? — et =ef(b—a),

wobei wir verwenden, dass exp’ = exp. Zudem gilt e > e®. Wir nehmen nun an,
dass es zu gegebenem € := 1 ein § > 0 wie in der Definition der gleichméfligen
Stetigkeit gibt (Widerspruchsannahme). Gilt dann b = a + 37 so folgt

)
560' <1 fiir alle a € R.

Da lim, 4o e* = 400, kann dies nicht der Fall sein. Also ist exp nicht
gleichméBig stetig. O
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Beachte: Im Gegensatz zur Stetigkeit hiangt die Eigenschaft der gleichméfigen
Stetigkeit sehr wohl von der Wahl der Metrik ab. Auch wenn zwei Metriken
dieselben offenen Mengen erzeugen, impliziert die gleichméfige Stetigkeit in
einer der beiden Metriken nicht unbedingt die gleichméfige Stetigkeit in der
anderen Metrik. Dazu ein Beispiel:

1.30 Beispiel: Sei X := {z € R : x > 0}. Betrachte die Funktion idy :
X — X, x — z. Diese Funktion ist natiirlich gleichmé&fig stetig, wenn wir auf
Definitions- und Bildbereich die gleiche Metrik wihlen, z.B. die Standardmetrik.
Wiéhlen wir aber auf dem Definitionsbereich die Standardmetrik d(x,y) = |z —y|
und auf dem Bildbereich die Metrik d'(z,y) = |2? — 2|, so folgtﬂ

d(z,y) =" —y?| =z +y)(z —y)| = |z +yllz —y| = (z + y)d(z,y).

Deshalb gibt es z.B. fiir € := 1 kein 6 > 0, so dass aus d(z,y) < ¢ stets
d(f(z), f(y)) = d'(z,y) < 1 folgt. Der Term (x + y) kann némlich beliebig
grofl werden. Beachte hierbei, dass d’ dieselben offenen Mengen auf X erzeugt
wie d. Dies folgt aus den Implikationen (wobei 0.B.d.A. 22 > ¢)

dz,y) <e = d(z,y) < (z+y)e<(2z+e)s,

, € €
d(z,y)<e = d(z,y) < py < P
Die letzte Ungleichung sieht man wie folgt: Aus (z + y)(z —y) < d'(x,y) < e
folgt 22 — y? < ¢, also y? > 22 — £. Dies impliziert y > V22 — ¢, also = +y >
x4+ Va2 —e. Ist also z.B. A offen in (X,d) und z € A mit B(z,e;d) C A, so
folgt

B(z,(2z —¢)e;d’) C B(z,e;d) C A.

Also ist A auch in (X, d’) offen. Die umgekehrte Implikation zeigt man analog.

Wir verallgemeinern nun den Begriff des Grenzwerts von Folgen auf allgemeine
Funktionen zwischen metrischen Rdumen. Dazu fithren wir zunéchst den Begriff
des Hiufungspunktes einer Menge ein (nicht zu verwechseln mit Hiufungswerten
von Folgen).

1.31 Definition: Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X . Ein Punkta € X
heifft Hiufungspunkt von A, falls fiir jedes € > 0 gilt:

AN (B(a,e)\{a}) # 0.

Ein Haufungspunkt von A ist also ein Punkt a, so dass in jeder Umgebung von
a ein von a verschiedener Punkt von A liegt. Daraus folgt, dass jede Umgebung
von a unendlich viele Elemente von A enthélt. Die Menge A , hauft“ sich also
bei a.

1Beachte: Die Funktion  — 2 ist injektiv auf X. Aus einer Ubungsaufgabe wissen wir
deshalb, dass d’ eine Metrik ist.
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1.32 Definition: Gegeben sei eine Funktion f : D C X — Y, wobei (X,dx)
und (Y, dy ) metrische Ridume sind. Sei a € X ein Haufungspunkt von D. Dann
heiit b € Y Grenzwert von f bei a, in Zeichen

b= S
falls fiir jede gegen a konvergente Folge (x,)nen in D\{a} die Beziehung b =
lim,, oo f(2n) gilt.

Im Fall Y = R sind auch die uneigentlichen Grenzwerte b = +00 zugelassen.

1.33 Bemerkung: Beachte, dass der Punkt a nicht zu D gehéren muss! Ins-
besondere muss die Funktion f in a nicht definiert sein.

1.34 Beispiel: Wir betrachten die Funktion

Ty 2
Y) = ———=, :R 0,0)} — R.
f@y) = g FE{(0.0)
Diese Funktion ist auf ihrem gesamten Definitionsbereich stetigEI Insbesondere
existiert deshalb fiir jedes (a,b) € R*\{(0,0)} der Grenzwert
lim z,y) = f(a,b).
i f@y) = fla,b)
Wir untersuchen nun, ob der Grenzwert lim(, ,y_,(0,0) f(z,y) existiert. Betrach-
ten wir zunéichst nur Folgen auf den beiden Koordinatenachsen, also ((uy, 0))nen
oder ((0,vy))nen, so gilt
nlgr;o f(u,,0)=0= nlggo f(0,v,),
so dass man also annehmen konnte, dass der Grenzwert bei (0, 0) existiert und
den Wert 0 annimmt. Das dies nicht so ist, sehen wir, indem wir die Folge

(@, Yn) = (%, %) betrachten, denn

11 &= 1
f(n’n) = 2% =3 fiir alle n € N.
Also existiert der Grenzwert lim(, ) (0,0) f(2,%) nicht. Insbesondere kénnen
wir f also nicht stetig nach R? fortsetzen.

Analog zum entsprechenden Beweis fiir Folgen, zeigt man folgende §-¢-
Bedingung fiir Konvergenz:

1.35 Satz: Gegeben sei eine Funktion f : D C X — Y, wobei (X,dx) und
(Y, dy) metrische Rdume sind. Sei a € X ein Haufungspunkt von D. Die Funk-
tion f besitzt bei a genau dann den Grenzwert b € Y, wenn

Ve>030>0VzeD: 0<dx(z,a) <d=dy(f(z)b) <e.

2Falls das an dieser Stelle noch nicht ganz klar ist, nehmen wir das einfach als gegeben an.
Im Verlauf der Vorlesung wird es auf jeden Fall noch klar werden.
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Analog zur Stetigkeit zusammengesetzter Funktionen zeigt man zudem folgen-
den Satz.

1.36 Satz: Gegeben seien metrische Rdume X,Y, Z und Teilmengen A C X,
B C Y. Zudem seien Funktionen f : A — B und g : B — Z gegeben, sowie
Héufungspunkte a von A und b von B. Existieren dann die Grenzwerte

lim f(z) =b und limg(y) =c,

T—a y—b

und gilt f(x) # b fiir alle x € A\{a}, so besitzt go f : A — Z bei a den
Grenzwert c, also:

lim g(f(z)) =limg(y) = lim  g(y).

r—a y—b y—limg_, f(x)

Ein wichtige Frage im Zusammenhang mit Grenzwerten ist die nach der Ver-
tauschbarkeit von Grenziibergéngen, die oft in der Form

lim lim f,(z)= lim lim f,(x)
T—ra N—r 00 n—oo r—a

fiir eine Funktionenfolge (fy,)nen auftritt. Dazu folgendes Beispiel.

1.37 Beispiel: Betrachte die Funktionenfolge f,(x) := 2", f, : [0,1[—> R.
Offensichtlich ist = 1 ein Haufungspunkt von [0, 1[. Weiter gilt

lim lim f,(z)=1lm0=0#1= lim 1= lim lim f,(z).
r—1n—o0 rz—1 n—00 n—oo r—1

Die Vertauschbarkeit von Grenziibergéngen ist also nicht immer moglich. Ei-

ne hinreichende Bedingung fiir die Vertauschbarkeit ist die gleichméfige Kon-

vergenz der Funktionenfolge (f,)nen. Dies werden wir aber erst im néchsten
Abschnitt beweisen.

1.3 Vollstiandigkeit, Kompaktheit und Zusammenhang

Nicht alle metrischen Raume eignen sich gleich gut, um darauf Analysis zu
betreiben. Wir fithren in diesem Abschnitt ein paar Eigenschaften metrischer
R&Aume ein, fiir die sich sehr schéne Resultate beweisen lassen.

1.3.1 Vollstindigkeit
Wir fithren zunéchst den Begriff der Beschrianktheit ein.

1.38 Definition: Ein metrischer Raum (X, d) heifit beschrinkt, falls es z €
X und r > 0 gibt mit B(x,r) = X. Eine Teilmenge A eines metrischen Raums
heiBt beschréinkt, falls A C B(x,r) fiir ein x € X. Eine Folge (ay,)nen in X heifit
beschrénkt, falls {a, : n € N} beschrdnkt ist.
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Wie folgendes Beispiel zeigt, hingt es von der Wahl der Metrik ab (und nicht
nur von der Familie der offenen Mengen), ob eine Menge beschrinkt ist.

1.39 Beispiel: Sei (X, d) ein beliebiger metrischer Raum. Mit der neuen Metrik

7, L d(x,y)
d(z,y) = TTdwy)

wird (X, d) ein beschriankter metrischer Raum. Eine Menge A C X ist genau

dann offen in (X, d), wenn sie in (X, d) offen ist. Zum Nachweis der Axiome:

(M1) Es gilt ci(x, y) = 0 genau dann, wenn d(x,y) = 0.
(M2) Die Symmetrie ist offensichtlich.

(M3) Die Dreiecksungleichung kann man nachweisen, indem man die Unglei-
chung
dey) __dwz) | dGy)
1+d(z,y) — 1+d(z,2)  1+d(z,y)
mit dem gemeinsamen Nenner (14 d(z,y))(1+d(z,2))(1+d(z,y)) durch-
multipliziert und die Dreiecksungleichung in (X, d) anwendet.

Die Aussage iiber die offenen Mengen ergeben sich aus den leicht nachzuweisen-
den Implikationen

g

d(z,y) <e=d(z,y) <e und d(z,y) <e=d(z,y) < T
wobei die zweite Implikation fiir ¢ €]0, 1] gilt. Fiir die Bélle in den Metriken d
und d folgt daraus

B(z,e;d) C B(z,e;d) C B(w, . ig

id).

Mittels der Definition offener Mengen folgt damit sofort, dass eine Menge A C X

genau dann in (X, d) offen ist, wenn sie in (X, d) offen ist. O

Um die wichtige Klasse der wvollstindigen metrischen Riume zu definieren,
bendtigen wir den Begriff der Cauchy-Folge.

1.40 Definition: Sei (X,d) ein metrischer Raum und (a,)nen eine Folge in X.
Dann heiBt (a,)nen Cauchy-Folge, falls zu jedem ¢ > 0 ein N € N existiert,
so dass fiir alle n,m > N gilt, dass d(an,am,) < €.

1.41 Bemerkung: Es ist unmittelbar klar, dass eine konvergente Folge
(an)nen (mit Grenzwert a) eine Cauchy-Folge ist, denn die Dreiecksungleichung
liefert d(an,am) < d(an,a) + d(a,an). Umgekehrt konvergiert aber nicht je-
de Cauchy-Folge. Dies kann daran liegen, dass der einzige in Frage kommende
Grenzwert gerade kein Element des zugrundeliegenden metrischen Raums ist.
Zum Beispiel konvergiert a,, := %, n € N, in X = R, aber nicht in Y = R\{0}.
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1.42 Satz: Sei (an)nen eine Cauchy-Folge in einem metrischen Raum (X, d).
Dann gilt:

(a) (an)nen ist beschréinkt.

(b) Hat (an)nen einen Haufungswert a, so konvergiert (a,)nen gegen a.

Beweis: (a) Sei g1 := 1. Da (an)nen eine Cauchy-Folge ist, existiert N € N mit
d(an,an) < e fiir alle n > N. Sei nun e := max{d(a,,an) : 1 < n < N}.
Dann gilt a,, € B(ay,¢) fir alle n € N mit € := max{eq, 2e5}.

(b) Sei € > 0 beliebig. Dann gibt es eine Teilfolge (ag, Jneny und Ny € N mit
ay, € B(a, §) fiir allen > N;. Andererseits gibt es ein Ny € N mit d(an, am) < §
fiir alle n,m > Ny. Fiir alle n € N mit n > max{Ny, N} gilt dann

d(an,a) < d(an,ag, ) + d(ag, ,a) < % + g =c.

Also konvergiert (a,)nen gegen a. O

Nun konnen wir die zentrale Definition in diesem Unterabschnitt formulieren.

1.43 Definition: Ein metrischer Raum (X,d) heifit vollstéindig, falls jede
Cauchy-Folge in X konvergiert.

1.44 Beispiel: Der Raum (R, d) mit der Standardmetrik d(z,y) = |z — y|
ist vollstdndig, da jede Cauchy-Folge (2,)nen in (R, d) beschrinkt ist (Satz
[[.42(a)) und damit (wie aus Analysis I bekannt) einen Haufungswert hat. Da
der Héufungswert einer Cauchy-Folge zugleich ihr Grenzwert ist (Satz[L.42|b)),
folgt die Behauptung.

Der folgende Satz zeigt, wie sich der Begriff der Vollstdndigkeit mit dem der
Abgeschlossenheit vertragt.

1.45 Satz: Abgeschlossene Teilmengen vollstindiger metrischer Rdume sind
selbst vollstandige metrische Raume.

Beweis: Sei (X,d) vollstindig und A C X abgeschlossen. Sei (an)nen eine
Cauchy-Folge in A. Dann konvergiert (a,)nen gegen ein z € X. Da A abge-
schlossen ist, folgt © € A nach Satz|1.20] also ist (A, d|axa) vollsténdig. O

Ein fiir die Entwicklung der Differentialrechnung und auch in vielen anderen
Teilbereichen der Mathematik wichtiger Satz ist der Banach’sche Fizpunktsatz.
Dieser liefert eine hinreichende Bedingung dafiir, dass eine Funktion f : X — X,
deren Definitionsbereich mit dem Bildbereich {ibereinstimmt, einen Fixpunkt
hat, d.h. dass ein x € X existiert mit

[(@) =
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Zahlreiche Existenzbeweise in der Mathematik werden so gefiihrt, dass man eine
Funktion definiert, deren Fixpunkte alle Eigenschaften des gesuchten Objekts
erfilllen, und dann die Existenz eines solchen Fixpunktes durch Anwendung
eines abstrakten Fixpunktsatzes erhilt.

1.46 Satz: Sei (X,d) ein vollstdndiger metrischer Raum und f : X — X eine
Kontraktion. Das heift, es gibt eine Konstante K € [0, 1] mit

d(f(x), f(y)) < Kd(z,y) fir alle z,y € X.
Dann hat f genau einen Fixpunkt x, € X. Zudem konvergiert jede durch
Tpt1 = flxg), x1€X
rekursiv definierte Folge gegen x,.

Beweis: Der Bewelis ist in drei Schritte unterteilt.

Schritt 1: Wir zeigen zuniichst, dass jede rekursiv durch z, 11 := f(x,), z1 € X,
definierte Folge eine Cauchy-Folge ist. Es gilt

d(xn, Tny1) = d(f(zn-1), f(2n)) < Kd(zn-1,2z,) fir alle n > 2,
was mittels vollstdndiger Induktion zur Abschitzung
d(Zn, Tny1) < K" Yd(zy,20)  fiir allen € N
fiihrt. Fiir beliebige n, m € N mit m > n folgt dann mit der Dreiecksungleichung

d(xnaxm) S d(xna mn-‘rl) + -+ d($m—17xm)
< (K™ K™ ) d(, 20).

Mit Hilfe der Beziehung (1— K)(K" '+ + K™ %) = K"~ 1 — K™~ < K1
folgt

n—1

e d(z1,z2) firallem >n>1. (3)

d ns m S
(2 m) < 1
Da K < 1, gilt lim,,_,oo K"~! = 0. Folglich gibt es zu jedem £ > 0 ein N € N,
so dass die rechte Seite von fiir alle n > N kleiner als ¢ wird. Damit folgt,
dass (2 )nen eine Cauchy-Folge ist.

Schritt 2: Da (X, d) nach Voraussetzung vollstéindig ist, besitzt die Cauchy-Folge
(zn)nen einen Grenzwert x,.. Mit Hilfe der Stetigkeit von f, die unmittelbar aus
der Kontraktionseigenschaft folgtﬂ erhalten wir

flzy) = f( lim zn) = lim f(z,) = nILrI;oI"+1 = z,.

n—oo n—oo

Also ist x, ein Fixpunkt von f.

3Es gilt sogar gleichmifige Konvergenz: Sei € > 0 und § := . Dann folgt aus d(z,y) < § =
g, dass d(f(2), f(y)) < Kd(z,y) < d(z,y) <e.
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Schritt 3: Die Eindeutigkeit des Fixpunktes zeigt man wie folgt: Sei y, neben
z, ein weiterer Fixpunkt. Dann folgt sofort der Widerspruch

d(x*,y*) = d(f(.’lﬁ*), f(y*)) S Kd(m*vy*) < d(x*ay*)

Damit ist der Beweis abgeschlossen. U

1.47 Bemerkung: Aus dem Beweis kénnen wir u.a. Folgendes lernen: Ist f :
X — X eine stetige Funktion und konvergiert eine Folge der Form z; € X,
ZTnt1 = f(xy,) fir alle n > 1, so ist der Grenzwert ein Fixpunkt von f.

Als weitere wichtige Anwendung der Vollstandigkeit beweisen wir ein hinrei-
chendes Kriterium fiir die Vertauschbarkeit von Grenziibergingen. Dazu miissen
wir zunédchst etwas ausholen, und Folgen von Funktionen zwischen metrischen
R&umen betrachten. Formal ist eine solche Folge natiirlich eine Abbildung von N
in die entsprechende Menge von Funktionen {f : X — Y} = Y. Wir schreiben
dafiir, wie iiblich, (f,)nen-

Zunichst definieren wir die gleichméfige Konvergenz einer Funktionenfolge.

1.48 Definition: Gegeben sei eine Menge D und ein metrischer Raum (X, d),
sowie eine Folge (f,)nen von Funktionen f,, : D — X und eine weitere Funktion
F:D — X. Wir sagen (f,)nen konvergiert

e punktweise gegen F, falls zu jedem x € D und € > 0 ein N € N existiert
mit d(fn(z), F(x)) < € fiir allen > N.

o gleichmifig gegen F, falls zu jedem ¢ > 0 ein N € N existiert mit
d(fn(x),F(x)) < e fiir allen > N und « € D.

Klar: Gleichméaflige Konvergenz impliziert punktweise Konvergenz.
1.49 Beispiel: Wir betrachten die Funktionenfolge
fulz):=2",  fn:[0,1] = [0,1].
Offensichtlich konvergiert diese punktweise gegen die unstetige Grenzfunktion

0 firo<ax<1 )
F(:z:)._{l fir 7 — 1 , F:[0,1) —[0,1].

Wiirde (fn)nen gleichméBig konvergieren, so kidime also nur die Funktion F' als
Grenzfunktion in Frage. Dass hier aber keine gleichméflige Konvergenz vorliegen
kann, zeigt der folgende Satz.

1.50 Satz: Sei (fn)nen eine gleichméBig konvergente Folge stetiger Funktionen

fn + X = Y zwischen metrischen Rdumen mit Grenzfunktion F'. Dann ist auch
F stetig.
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Beweis: Seien z € X und ¢ > 0 beliebig gewihlt. Wir wihlen N € N so gro8,
dass dy (fn(z), F(z)) < § fiir allen > N und z € X. Zudem wihlen wir gemif
der Stetigkeit von fy eine Zahl § > 0, so dass dy (fn(z), fv(20)) < §, falls
dx(z,z9) < 0. Dann folgt aus dx (x, z¢) < § mit der Dreiecksungleichung

dy (F(z), F(20)) < dy (F(z), fn (7)) + dy (fn(2), fn(20)) + dy (fn(20), F(70))

<§+§+E—e
3 3 3 7

Damit ist der Satz bewiesen. O

Das folgende Cauchy-Kriterium fiir die gleichméfiige Konvergenz einer Funktio-
nenfolge wird hiufig verwendet.

1.51 Satz: Eine Folge (f,)nen von Funktionen f, : D — X von einer belie-
bigen Menge D in einen vollstdndigen metrischen Raum (X, d) ist genau dann
gleichméBig konvergent, wenn gilt:

Ve >03IN eNVzeDVn,m>N: d(fo(z), fm(z)) <e. (4)

Beweis: =: Sei € > 0 beliebig. Aus der gleichméfBigen Konvergenz gegen eine
Grenzfunktion F folgt die Existenz von N € N mit d(f(z), F(x)) < /2 fiir alle
x € D und k> N. Also gilt

=¢

€ €
d(fa(@), fm(2)) < d(fu(@), F(2)) + d(F(2), fm(2)) < 5 + 5
fiir alle n,m > N und x € D.
<: Aus der Bedingung folgt, dass (fy,(z))nen fiir jedes € D eine Cauchy-
Folge in dem vollstindigen metrischen Raum (X, d) ist. Also existiert der Grenz-

wert F(z) := lim,, o fn(x). Fiir den Nachweis der gleichmiifligen Konvergenz
sei € > 0 beliebig. Dann gibt es N € N mit

d(ffb(x)v fm(x)) <

fur alle x € D, n,m > N.

N ™

Halten wir dann in der Beziehung
0 < [d(fm(2), fr(x)) = d(fn(2), F(2))] < d(fm(2), F(z))
ein n > N fest und lassen m — oo gehen, so folgt
d(fn(z),F(x)) <e firallex e D, n> N.

Damit ist (fy)nen gleichmifig konvergent. O

Nun koénnen wir den Satz {iber die Vertauschbarkeit von Grenziibergéngen be-
weisen.
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1.52 Satz: Sei (X,dx) ein metrischer Raum, (Y,dy) ein vollstindiger metri-
scher Raum, D C X eine Teilmenge und a ein H&dufungspunkt von D. Kon-
vergiert dann die Funktionenfolge (f,)neny mit f, : D — Y gleichmiéBig ge-
gen eine Funktion F' : D — Y und existiert fiir jedes n € N der Grenzwert
A, = limg, ., fn(x), so existieren die Grenzwerte

lim F(z) und lim A,
r—a n—oo

und sind gleich. Es gilt also
lim lim f,(z) = lim lim f,(z).

r—a n—oo n—oo r—a

Beweis: Wir zeigen zuniichst die Konvergenz von (4, )nen. Sei dazu e > 0 belie-
big. Wegen der vorausgesetzten gleichméfiigen Konvergenz von (f,,)nen existiert
nach Satz ein N € N mit

dy (fn(2), fm(x)) < % fiir alle x € D und n,m > N. (5)
Nach Satz gibt es zu jedem k € N ein § = (k) > 0 mit
dy (fe(z), Ax) < % fiir alle x € (B(a,d) N D)\{a}. (6)

Zu beliebigen n,m > N setzen wir nun &y := min(d(n),5(m)). Aus (5) und (6)
folgt dann fiir alle z € (B(a,do) N D)\{a}

dy (An, Am) < dy (An, fu(2)) + dy (fu(@), f(2)) + dy (fm (), Am)
< % + % + g =ec.

Also ist (A, )nen eine Cauchy-Folge im vollstindigen metrischen Raum (Y, dy)
und folglich konvergent.

Nun zeigen wir fiir A := lim,,_, o Ay, dass A = lim,_,, F(x) und schlieflen damit
den Beweis ab. Sei dazu € > 0 beliebig. Wegen der gleichméfiigen Konvergenz
von (fn)nen gibt es ein Ny € N mit

dy (fu(x), F(z)) < % fiir alle x € D und n > Nj. (7)
Wegen A = lim,,_,o, A,, gibt es ein Ny € N mit
dy (An, A) < % fiir alle n > No. (8)

Mit N := max(Ny, No) folgt aus (6), (7) und fiir alle € (B(a,d(N)) N
D)\{a}
dy (F(z),A) < dy (F(x), fn(z)) + dy (fn(2), Av) + dy (AN, A)
<§+§+§=a

Nach dem e-d-Kriterium fiir Grenzwerte ist dies dquivalent zu A = lim,_,, F(x).
U
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1.3.2 Kompaktheit

Wir fithren nun den (fiir praktisch alle Teilgebiete der Mathematik) wichtigen
Begriff der Kompaktheit ein. Dazu ben6tigen wir zunéchst den Begriff einer
offenen Uberdeckung.

1.53 Definition: Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Familie {A; };cr (I eine
beliebige Indexmenge) von Teilmengen A; C X heift Uberdeckung von X,
falls | J;c; Ai = X. Ist jede Menge A; hierbei offen, so heifit {A;};c; offene
Uberdeckung von X . Eine Teilitberdeckung ist eine Familie {A;}jecs, wobei
JCIundJ;c; A5 =X.

1.54 Definition: Ein metrischer Raum (X, d) heiit kompakt, falls jede offene
Uberdeckung von X eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

1.55 Beispiel: Jeder endliche metrische Raum (X, d) ist kompakt. Hat némlich
X nur endlich viele Elemente z1,...,Z,, so kann man zu jeder offenen Uber-
deckung {U;};e;r von X eine endliche Teiliiberdeckung {U;,,...,U;, } finden,
indem man zu jedem der Punkte x; den Index i; so wihlt, dass z; € Uj;,.
Insofern kénnen wir Kompaktheit als eine Verallgemeinerung von Endlichkeit
ansehen. O

Die Kompaktheit eines metrischen Raums ldsst sich oftmals sehr viel einfacher
mit Hilfe eines Folgenkriteriums nachweisen:

1.56 Satz: Ein metrischer Raum ist genau dann kompakt, wenn jede Folge in
X mindestens einen Haufungswert hat.

Beweis: ,,=“: Sei (X, d) kompakt und (a,)nen eine Folge in X ohne Hiufungs-
wert (Widerspruchsannahme). Dann hat jeder Punkt € X eine offene Umge-
bung U,, so dass a, € U, nur fiir endlich viele n € N gilt. Das Mengensystem
{U,}rex ist eine offene Uberdeckung von X. Sei {Us,,...,Us,} eine endliche
Teiliiberdeckung. Es gilt also zum einen X = U, U...UU,, und andererseits
Gp, € Uy, U...U U, nur fur endlich viele n, ein Widerspruch!

»<=": Nun gelte umgekehrt, dass jede Folge in X einen Héufungswert hat. Sei
{U;}ier eine offene Uberdeckung von X. Der Beweis, dass {U,};c; eine endliche
Teiliiberdeckung hat, ist in 3 Schritte unterteilt:

Schritt 1: Wir zeigen zuniichst, dass es ein € > 0 gibt, so dass jeder offene e-Ball
in X in mindestens einer der Mengen U; vollstdndig enthalten ist. Wére dies
nicht so, so wiirden Folgen (&, )nen in Rsg und (2, )nen in X mit lim, 0 £, = 0
existieren, so dass B(x,,e,) fir jedes n € N in keiner Uberdeckungsmenge
enthalten ist. Nach Voraussetzung hat (x,)nen einen Hiaufungswert z € X.
Dann koénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass lim, ,. x, = z, indem wir gege-
benenfalls zu einer konvergenten Teilfolge tibergehen. Sei U; so gewihlt, dass
x € U;. Dann existiert ein 6 > 0 mit B(z,0) C U;. Ist nun n € N so grof,
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dass d(z,z,) < 0/2 und &, < §/2, so folgt fiir jedes y € B(xy,e,), dass
d(y,z) < d(y,xn) + d(zp,x) < 6, also B(x,,e,) C B(z,d) C U;, ein Wider-
spruch! Also existiert ein € > 0, so dass jeder e-Ball vollstandig in einer Menge
U; mit ¢ € I enthalten ist.

Schritt 2: Wir zeigen, dass fiir jedes € > 0 endlich viele e-Biille ausreichen, um X
zu iiberdecken. Wir nehmen dazu an, dass es ein € > 0 gibt, so dass unendlich
viele e-Bille notig sind, um X zu iiberdecken (Widerspruchsannahme). Nun
konstruieren wir rekursiv eine Folge in X ohne Haufungswert. Dazu sei 21 € X
beliebig gewiihlt. Da X nicht von Bc(z1) iiberdeckt wird, existiert ein zo €
X\B.(x1). Da auch {B. (1), B (z2)} keine Uberdeckung von X bildet, existiert
ein zg3 € X\(B:(21) U Be(22)). Fithren wir diese Konstruktion fort, so erhalten
wir eine Folge (2, )neny mit der Eigenschaft, dass d(z,,zr) > € fir alle n € N
und 1 < k < n. Daraus folgt unmittelbar, dass keine Teilfolge von (z,,)nen €ine
Cauchy-Folge sein kann. Also hat (z,,)nen keinen Haufungswert, Widerspruch!

Schritt 3: Um den Beweis abzuschliefien, wiahlen wir € > 0 so, dass jeder e-Ball
in einer der Mengen U, enthalten ist und betrachten eine endliche Uberdeckung
von X durch e-Billee X = (Ji_, B(z;,¢). Sei B(xj,e) C Uy). Dann folgt
unmittelbar X = Ule Us(j)- Also ist {Uy(j)}¥_, eine endliche Teiliiberdeckung
von {Ui}ie]. O
Eine oft sehr hilfreiche Konsequenz aus dem Beweis ist die Existenz einer

Lebesgue-Zahl fiir jede offene Uberdeckung {U; }ic; eines kompakten metrischen
Raums:

1.57 Korollar: Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum. Dann gibt es zu
jeder offenen Uberdeckung {Ui}ier eine Zahl e > 0, so dass jeder offene e-Ball
in X in einer der Uberdeckungsmengen U; vollstdndig enthalten ist.

Die grofite Zahl e > 0 mit obiger Eigenschaft heifit Lebesque-Zahl der Uberde-
ckung {U;}ier.

Wir kénnen nun die Kompaktheit in Zusammenhang zu den bereits eingefiihrten
Begriffen der Vollstandigkeit und Beschranktheit setzen.

1.58 Satz: Jeder kompakte metrische Raum ist vollstdndig und beschrankt.

Beweis: Sei (a,)nen eine Cauchy-Folge in (X, d). Nach Satz [[.56] hat (a,)nen
einen Haufungswert a. Nach Satz [[.42(ii) konvergiert (a,)nen gegen a. Also
ist (X, d) vollstindig. Um die Beschrinktheit nachzuweisen, iiberdecken wir X
mit endlich vielen 1-Béllen B(z1,1),...,B(xg, 1) (als endliche Teiliiberdeckung
von {B(z,1)}zex). Sind nun x,% € X beliebig gewahlt und gilt d(z,z;) < 1,
d(z,z;) <1, so folgt

d(z, %) < d(x,x;) + d(z;, z;) + d(z;, &) <2+ max d(z;,x;) =:7.
1<i,j<k

Folglich gilt B(z,r) = X (fiir jedes z € X). O
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Eine Teilmenge A C X eines metrischen Raums (X,d) kann mit der Ein-
schrankung der Metrik d auf A x A natiirlich ein kompakter metrischer Raum
sein, auch wenn (X, d) selbst nicht kompakt ist. Wenn wir von der Kompaktheit
einer Teilmenge sprechen, meinen wir das immer in diesem Sinne. Wichtig ist
es, Folgendes zu wissen: Wenn wir die Kompaktheit einer Teilmenge nachweisen
wollen, konnen wir dazu Uberdeckungen von A verwenden, die bzgl. A offen
sind, aber auch solche, die bzgl. X offen sind.

1.59 Lemma: Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X. Als Teilraum von X
ist A genau dann kompakt, wenn zu jeder Familie {U; };e; von Mengen U; C X,
die in X offen sind mit A C |J;c; Ui, eine endliche Teilfamilie {U;,,...,U;, },
n € N, existiert, so dass A C U;»l:l Ui,

Beweis: Ubungsaufgabe O
Einige Eigenschaften kompakter Riume liefert uns der folgende Satz.

1.60 Satz: Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Rdume und f : X — Y stetig.
Dann gilt:

(a) Ist X kompakt, so ist f gleichméBig stetig.

(b) Ist A C X kompakt, so ist A abgeschlossen in X.

(c) Ist A C X kompakt, so ist auch f(A) CY kompakt.

(d) Ist X kompakt und f bijektiv, so ist f~1: Y — X stetig.

Beweis: (a) Seie > 0 beliebig. Aufgrund der Stetigkeit existiert zu jedem x € X
ein 0, > 0, so dass

€

dx(e.@) <8 = dv(f(@),f(&) <5,

Die offenen Bille B(x, %), xz € X, bilden eine offene Uberdeckung von X.

Aufgrund der Kompaktheit gibt es eine endliche Teiliiberdeckung. Also gilt X C

B(xq, 6”71) U---UB(zp, 6”;" ) fiir gewisse x1,...,x, € X. Insbesondere gilt also
fir alle x € X und i = 1,...,n die Implikation
€
dx(z,z;) < 0z, =  dy(f(z), f(z:)) < >

Wihlen wir § := min;<;<p, 5;—% so gilt § > 0. Nun seien z, & € X mit dx(z, %) <

§ beliebig gewahlt. Wahle i € {1,...,n} mit dx (2, ;) < 2. Dann folgt

1 1
dx(.’f?,.’lﬁi) < dx(i’,ai) + d(.’lﬁ,.’L‘l) < 55% + 56931 =04, .

i

Daraus konnen wir folgern, dass

dy (F(2), (2) < dy (£(@), f(@) +dy (F(x). F@) < 5 + 5 ==,

23



womit die gleichméfBige Stetigkeit von f gezeigt ist.

(b) Sei (an)nen eine Folge in A, die gegen ein z € X konvergiert. Da A kompakt
ist, hat (a,)nen einen Hiufungswert a € A. Daraus folgt unmittelbar x = a € A.
Nach Satz ist A also abgeschlossen.

(c) Sei {Vi}ier eine offene Uberdeckung von f(A). Dann ist {U;}ie; mit U; :=
f~1(V;) eine offene Uberdeckung von A. In der Tat, die Mengen U; sind offen,
da f stetig ist und sie bilden eine Uberdeckung von A, da

U= (Uv) > i) > a

i€l i€l

Da A kompakt ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung {U;} e, J C I endlich.
Dann ist {V;};cs eine endliche Teiliiberdeckung von f(A), da

sy cr(Uu)=r(Usrmm)=so(Uvi)c U
jeJ jeJ jeJ

jeJ

(d) Wir zeigen die Stetigkeit von f~!, indem wir zeigen, dass die Urbilder ab-
geschlossener Mengen unter f~! abgeschlossen sind. Das Urbild einer Menge
A C X unter f~! ist gerade das Bild f(A) C Y. Ist A abgeschlossen, so ist A
nach einer Ubungsaufgabe auch kompakt. Nach Aussage (c) ist dann f(A) auch
kompakt und nach (b) ist f(A) folglich abgeschlossen in Y. O

Als Folgerung aus Teil (c) des vorherigen Satzes ergibt sich sofort:

1.61 Korollar: Sei f : X — R eine stetige Funktion auf einem kompakten
metrischen Raum (X, d). Dann nimmt f auf X ein Minimum und ein Maximum
an. Das heifit, es existieren x,,z* € X mit

flze) < f(z) < f(z¥) fiir allex € X.

Beweis: Da X kompakt ist, ist nach Satz c¢) auch f(X) C R kompakt.
Nach Satz und Satz [[.60|(b) ist f(X) beschrénkt und abgeschlossen. Also
hat f(X) ein Minimum @ und ein Maximum b. Wir kénnen also x. € f~!(a)
und z* € f~1(b) beliebig wihlen. O

1.62 Bemerkung: Beachte, dass Kompaktheit im Gegensatz zu Offenheit und
Abgeschlossenheit kein relativer Begriff ist. Wenn wir entscheiden wollen, ob eine
Teilmenge A eines metrischen Raums X offen oder abgeschlossen ist, miissen wir
uns zuerst fragen: Relativ zu welcher Obermenge von A? Falls eine Teilmenge
A C X kompakt ist, so ist sie es unabhingig vom Referenzraum.

Im R"™ ldsst sich Kompaktheit sehr elegant charakterisieren (Satz von Heine-
Borel). Dazu zunichst folgendes Lemma.

1.63 Lemma: Jeder beschrinkte und abgeschlossene Quader Q = [a1,b1] X
- X [an, by] C R™ mit reellen Zahlen a; < b;, i =1,...,n, ist kompakt.
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Beweis: Wir verwenden Satz Sei also (zy)ren eine Folge in Q. Jedes
Folgenglied zj, ist ein Vektor mit n Komponenten, also zx = (Tk,1,- -, Tkn) "
und zx; € [a;,b;]. Die Komponentenfolge (zx1)ken hat, wie wir aus Analy-
sis I wissen, einen Héufungswert ¢; € [a1,b1]. Es gilt also limy_,o0 5,1 = @1
fiir eine geeignete Teilfolge (2, 1)1en. Dann hat auch die Folge (xy, 2)icn einen
Hiufungswert co in [ag, bs], wir finden also eine Teilfolge (mklm’g)mem die ge-
gen co konvergiert. Dabei ist zu beachten, dass (mklm’l)meN als Teilfolge von
(vk,,1)1en gegen c; konvergiert. Fiithren wir diese Uberlegung induktiv fort, so
erhalten wir am Ende eine Teilfolge der urspriinglichen Folge (x)ken, die gegen
ein (c1,...,¢,)" € Q konvergiert. O

1.64 Satz: (Heine-Borel) Eine Menge A C R™ ist genau dann kompakt, wenn
sie abgeschlossen und beschrénkt ist.

Beweis: Die cine Richtung des Beweises folgt aus Satz und Satz gilt
also ganz allgemein fiir Teilmengen von metrischen Rdumen. Die andere Beweis-
richtung folgt aus Lemma Ist ndimlich A C R™ eine beliebige beschriinkte
und abgeschlossene Menge und U eine offene Uberdeckung von A, so finden wir
wegen der Beschrianktheit einer abgeschlossenen und beschrinkten Quader @
mit A C Q. Dann ist U U {A°} eine offene Uberdeckung des ganzen R”, also
insbesondere von Q. Da @ kompakt ist, gibt es endlich viele Uy, ..., U, € U, die
zusammen mit A° den Quader @ iiberdecken. Also bildet {Uy,...,U,} C U eine
endliche Uberdeckung von A. O

1.3.3 Zusammenhang

Schliefllich fithren wir noch den Begriff des Zusammenhangs eines metrischen
Raums ein.

1.65 Definition: Ein metrischer Raum (X, d) heifft unzusammenhingend,
falls es nichtleere offene Mengen U,V C X gibt, so dass X = U UV und
UNV = . Ist X nicht unzusammenhéngend, so heiit X zusammenhingend.

Ein metrischer Raum ist also genau dann zusammenhéngend, wenn er sich nicht
in zwei disjunkte offene Mengen zerlegen lédsst. Wie beim Kompaktheitsbegriff
konnen wir auch vom Zusammenhang einer Teilmenge A C X sprechen, wobei
es wiederum egal ist, ob wir dazu in X offene Mengen oder in A offene Mengen
verwenden.

1.66 Definition: Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Zusammenhangs-
komponente von X ist eine maximale zusammenhingende Teilmenge von X.
Das heifit, A C X ist eine Zusammenhangskomponente von X, falls A zusam-
menhéngend und jede echte Obermenge B von A unzusammenhéngend ist.

1.67 Satz: Sei X ein zusammenhéngender metrischer Raum. Dann sind () und
X die einzigen Teilmengen von X, die zugleich offen und abgeschlossen sind.
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Beweis: Sei U C X eine Menge, die offen und abgeschlossen ist. Dann ist
V = U® = X\U auch offen (und abgeschlossen) und es gilt U UV = X,
UNV = (. Da X nach Voraussetzung zusammenhéngend ist, muss also eine der
Mengen U,V leer sein, d.h. U = () oder U = X. O

1.68 Bemerkung: Der obige Satz wird in Beweisen oft folgendermafien an-
gewendet: Gegeben ist ein zusammenhéngender metrischer Raum X. Es ist zu
zeigen, dass eine Eigenschaft E(z) fiir alle z € X gilt. Man betrachtet die Menge
A:={z € X : E(z)} und zeigt, dass A = X gilt, indem man nachweist, dass A
nichtleer, offen und abgeschlossen ist. Nach dem obigen Satz folgt daraus sofort
A= X, also E(z) fir alle z € X.

1.69 Satz: Sei f : X — Y eine stetige Funktion zwischen metrischen Rdumen.
Ist dann X zusammenhingend, so auch f(X).

Beweis: Wir machen die Widerspruchsannahme, dass f(X) unzusam-
menhéngend ist. Dann gibt es nichtleere offene Mengen U,V C f(X) mit
UUV =FfX)und UNV =0. Es folgt X = f~H({UUV)=fYU)UfYV)
und f~HU)N fF7Y(V) = fFHUNV) = 0. Zudem sind f~1(U) und f=1(V)
als Urbilder nichtleerer offener Mengen unter einer stetigen Funktion ebenfalls
nichtleer und offen. Dies fithrt zu einem Widerspruch, da X nach Annahme
zusammenhéngend ist. O

Um die zusammenhéngenden offenen Teilmengen des R”™ zu klassifizieren, fithren
wir den Begriff des Polygon-Zusammenhangs ein. Zunéchst definieren wir fiir
zwei Punkte a,b € R™ die Strecke zwischen a und b als

Strla,b] :={a+t(b—a) e R" : t € [0,1]}.

1.70 Definition: Eine Menge A C R" heifit polygon-zusammenhingend,
falls es zu je zwei Punkten a,b € A endlich viele Punkte ag, . ..,a, € A gibt mit
ap = a, a, = b und

Strlag—1,ax) C A firallek=1,...,r
In diesem Fall sagen wir auch, dass es einen Polygonzug von a nach b gibt.

1.71 Beispiel: Eine Teilmenge A C R™ heifit konvez, falls zu je zwei Punkten
a,b € A auch die gesamte Verbindungsstrecke Str{a,b] zu A gehort. Konvexe
Mengen sind die einfachsten Beispiele fiir polygon-zusammenh#ngende Mengen.
Zum Beispiel sind alle offenen sowie abgeschlossenen Bille (definiert mittels
einer Norm) und alle Quader im R™ konvex. Wir zeigen dies exemplarisch fiir
einen offenen Ball

B(z,e) ={y e R" : [lx —y| <e}.

Seien a,b € B(z,e) und y = a + t(b — a) € Stra,b], ¢t € [0,1]. Dann gilt

ly =zl =lla+t(—a)—z| = (1 -t)a+tb— (1 -t)z - tz|
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< [T =t)(a— )| + ([t — =)
=1 -tfa—z| +t]b—z|| < (1 —t)e+te =e.

Also gilt Str[a,b] C B(z,e). Man beachte, dass dieses Argument unabhéngig
von der gewihlten Norm ist. (Wir haben lediglich die Dreiecksungleichung und
die Homogenitit verwendet.)

1.72 Satz: Fiir eine Teilmenge A C R™ gilt:

(a) Ist A polygon-zusammenhéngend, so ist A zusammenhéngend.

(b) Ist A offen und zusammenhingend, so ist A polygon-zusammenhéngend.

Beweis: (a) Sei A C R™ polygon-zusammenhiingend und unzusammenhéingend
(Widerspruchsannahme). Dann kénnen wir A disjunkt in zwei nichtleere (relativ
zu A) offene Mengen A; und Ao zerlegen. Wir wihlen Punkte a; € A; und
as € As. Dann finden wir einen Polygonzug in A von a1 nach as. Insbesondere
gibt es auf diesem Polygonzug eine Strecke Str[z,y] mit x € A; und y € A,.
Wir definieren nun

o:=sup{t€[0,1]:xz+tly—=z) € A1} €[0,1].

Dann gilt = + o(y — ) € 9(A\A1) N O(A\Az). Da diese Komplemente in A
abgeschlossen sind, liegt « + o(y — ) weder in A; noch in As, also auch nicht
in A, ein Widerspruch!

(b) Sei A offen und zusammenhéngend und a € A beliebig. Wir betrachten
die Menge B C A aller Punkte, die wir von a aus durch einen Polygonzug
in A erreichen kénnen. Dann gilt B # (), da sicherlich a € B. B ist offen in
A, denn wenn man b von a aus durch einen Polygonzug erreichen kann, dann
sicherlich auch jeden Punkt aus einem e-Ball um b (da e-Bille konvex sind).
Die Menge B ist aber auch abgeschlossen in A. Ist ndmlich (by)ren eine Folge
in B, die gegen ein b € A konvergiert, so gilt B(b,e) C A fiir ein klein genug
gewihltes € > 0, da A offen ist. Dann folgt by € B(b,¢) fiir alle hinreichend
grofien k € N. Innerhalb von B(b,e) konnen wir aber zwei Punkte durch eine
Strecke verbinden, woraus b € B folgt. Insgesamt haben wir gezeigt, dass B
nichtleer, offen und abgeschlossen in A ist. Mit Satz folgt B = A. O

Aus obigen Sétzen ergeben sich folgende Korollare:

1.73 Korollar: Eine Teilmenge von R ist genau dann zusammenhéngend, wenn
sie ein Intervall ist.

Beweis: Intervalle sind natiirlich polygon-zusammenhéingend und damit zu-
sammenhangend. Ist umgekehrt I C R zusammenhingend und kein Intervall,
so gibt es einen Punkt ¢ € R\ mit (—oco,¢) NI # 0 und (¢,00) NI # @, ein
Widerspruch zur Annahme, dass I zusammenhéngend ist. O
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1.74 Korollar: (Zwischenwertsatz) Sei f : X — R eine stetige Funktion auf
einem zusammenhéingenden metrischen Raum (X, d). Gilt dann a,b € f(X) mit
a <b, so gilt auch ¢ € f(X) fiir jedes ¢ € [a, b].

Beweis: Das Bild f(X) ist zusammenhéngend nach Satz also ein Intervall.
Daraus ergibt sich unmittelbar die Aussage. O
1.4 Topologie im RY

In diesem Abschnitt werden wir die bisher eingefiihrten Begriffe auf den metri-
schen Raum (R, d) mit der Standardmetrik

d(z,y) = [lz —y|, Vz,yeRY

anwenden. Eine kanonische Wahl fiir die Norm || - || ist
T
X2
] := | ery.
TN

Konvention: Wir bezeichnen Dimensionen von Vektorrdumen ab jetzt stets
mit GrofSbuchstaben N, M, P, ... und wir schreiben Vektoren im R stets als
Spaltenvektoren.

Der folgende Satz fasst einige Aussagen zusammen, die wir bereits bewiesen
haben, oder die sich leicht aus den bereits bewiesenen Aussagen ergeben.

1.75 Satz: Fiir jede Teilmenge A C RN gilt:

(a) A ist als Teilraum von RY genau dann vollstindig, wenn A abgeschlossen
ist.

(b) A ist genau dann kompakt, wenn A abgeschlossen und beschrénkt ist.
(c) Ist A polygon-zusammenhéngend, so ist A zusammenhéngend.

(d) Ist A offen und zusammenhéngend, so ist A polygon-zusammenhéngend.

Beweis: Teil (b) ist Satz Teil (c) und (d) sind Satz Mit Satz

und Ubungsaufgabe 1 auf Blatt 4 ist fiir (a) nur noch zu zeigen, dass der RY
mit d(z,y) = ||z — y|| vollstéindig ist. Sei dazu (x,)nen eine Cauchy-Folge in
RYN. Dann ist jede der Komponentenfolgen (x,, ;)neny mit 1 < i < N aufgrund
der Ungleichung

N

i = Tl < ([ D T — T [? < [|zn — Tl
j=1

28



eine Cauchy-Folge in R. Nach Beispiel ist R vollsténdig. Also konvergiert

jede Komponentenfolge. Sei z; = lim,_,oc @, flir i = 1,...,N. Wihle zu ge-
gebenem ¢ > 0 Zahlen n, € N mit |2, ; — 2| < ¢/V N fur alle n > n,. Fiir
z:=(21,...,2n)" und npax := max(ny,...,ny) gilt dann

N

N £2
||,Tn - Z” = 1:21 |wn,i — Zi‘2 < ZN =¢€.

i=1
Also konvergiert auch die Vektorfolge (z,,)nen, womit die Vollstéindigkeit von
(RN, d) bewiesen ist. O

Folgendes Lemma ist der Schliissel fiir das Rechnen mit konvergenten Folgen,
Grenzwerten und stetigen Funktionen mit Werten in RY. Der Beweis funktio-
niert genauso wie obiger Beweis fiir die Vollstindigkeit von (RY,d).

1.76 Lemma: Eine Folge (an)nen in RN konvergiert genau dann, wenn je-
de ihrer Komponentenfolgen (an;)nen, © = 1,...,N, konvergiert. Ist a; =
limy, o0 @p; fiiri=1,..., N, so gilt lim,_,o0 an, = (a1,...,an)".

1.77 Satz: Seien (a,)nen und (bp)nen zwei konvergente Folgen in RYN. Dann
konvergiert auch die Summenfolge (a, + by, )nen mit

lim (a, + b,) = lim a, + lim b,.
n—00 n—00 n—00

Beweis: Riickfithrung auf Komponentenfolgen und Anwendung des Bekannten
aus Analysis I. O

Wir wollen nun einen entsprechenden Satz fiir Produktfolgen beweisen. Wir
kennen in mehrdimensionalen Ridumen mindestens drei Arten von Produkten:

(1) Das Produkt komplexer Zahlen in C (= R?).
(2) Das Produkt eines Vektors im RY (oder CV) mit einem Skalar.

(3) Das Skalarprodukt von Vektoren im R¥:

N
Ty = szyz
i=1

Um fiir jedes dieser Produkte einen Satz iiber Produktfolgen zu beweisen, ver-
wenden wir folgendes Lemma.

1.78 Lemma: Ist (ap)nen eine Nu]lfo]geﬂ und (b, )nen eine beschréinkte Folge,
so ist die Produktfolge (a, - bp)nen (im Sinne jedes der drei obigen Félle) eine
Nullfolge.

4Eine Nullfolge im RY ist eine Folge, die gegen den Nullvektor konvergiert.
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Beweis: Sei ¢ > 0 beliebig. Wéhle S > 0 mit ||b,|| < S fiir alle n € N. Wghle
no € N mit |ja,| < &/S fiir alle n > ng. Dann folgt ||ay, - byl < |lan]| - ||bnll <

g

8 = ¢ fiir alle n > ng. Dabei haben wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
verwendet. O

1.79 Satz: Sind die Folgen (an)nen und (by)nen konvergent, so auch die Pro-
duktfolge (ay - bp)nen (im Sinne jedes der drei obigen Félle) und es gilt

lim (a, - b,) = lim a, - lim b,.
n—oo n—oo n—oo

Beweis: Seien A = lim,_,, a, und B = lim,_,, b,,. Dann schreiben wir
ap by =A-B+A- (b, — B)+ (a, — A) - by.

Die beiden auf der rechten Seite auftretenden Folgen (b, — B)nen und (a, —
A)pen sind Nullfolgen und die konstante Folge (A),cn sowie die konvergente
Folge (b, )nen sind beschrinkt. Unter Verwendung von Lemma und Satz
folgt die Behauptung. O

Bekannt aus Analysis I:

1.80 Satz: Ist (a,)nen eine konvergente Folge in C und gilt lim, o a, # 0
sowie a,, # 0 fiir alle n € N, so konvergiert auch die Folge (a%)neN mit

1 1

n—00 Up lim;, 00 an

Aus obigen Sétzen lassen sich sofort analoge Resultate fiir das Rechnen mit
Grenzwerten ableiten.

1.81 Satz: Gegeben sei ein metrischer Raum (X,d), D C X und zwei Funk-
tionen f,g : D — RY sowie ein Hiufungspunkt a von D. Existieren dann die
Grenzwerte lim,_,, f(z) und lim,_,, g(x), so besitzt auch die Summenfunktion
f+g9g:D— RNE einen Grenzwert bei a und es gilt

lim (f(2) + g(2)) = lim f(z) + lim ().

r—a r—a

1.82 Satz: Gegeben sei ein metrischer Raum (X, d), eine Teilmenge D C X,
Funktionen f : D — RY, g : D — RM | ein Euklidischer Raum RY sowie ein
Héufungspunkt a von D. Fiir jeden der drei Félle

(a) N=M,P=1
(b) N =1 und M beliebig, P = M

(¢c) N =M = P =2 (wobei wir dann R? mit C identifizieren)

5Das ist die auf D definierte Funktion = — f(x) + g(x).
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gilt dann: Existieren die Grenzwerte lim,_,, f(z) und lim,_,, g(x), so besitzt
die Produktfunktion f-g: D — RP einen Grenzwert bei a und es gilt

lim (f(z) - g(«)) = lim f(z) - lim g(z).
1.83 Satz: Sei D eine Teilmenge eines metrischen Raums (X,d), f : D —

C\{0} eine Funktion und a ein Haufungspunkt von D. Besitzt dann f bei a
einen Grenzwert lim,_,, f(z) # 0, so gilt

lim L !
PN T@) T Tima f@)

Aus diesen Sétzen lassen sich unmittelbar Aussagen iiber das Rechnen mit ste-
tigen Funktionen ableiten, z.B. ist die Summenfunktion zweier stetiger Funk-
tionen wieder stetig. Die Formulierung und der Beweis dieser Sétze ist eine
Ubungsaufgabe.

2 Differentialrechnung im Mehrdimensionalen

In diesem Abschnitt wollen wir uns der Differentialrechnung im Mehrdimensio-
nalen zuwenden. Wir beginnen mit der Definition der Ableitung fiir Funktionen
zwischen Euklidischen Réumen. Neben der Euklidischen Norm im R¥ werden
wir an einigen Stellen eine Norm auf dem Vektorraum der M x N-Matrizen
RM*N henotigen. Diese definieren wir analog zur Euklidischen Norm durch

M N
ZZa?j, VA:(G,”) GRMXN.

i=1 j=1

[A]l =

RMXN RM~N

Dabei ist zu beachten, dass mit identifiziert werden kann (indem
man z.B. die Spalten einer Matrix alle untereinander schreibt). Unter einer
solchen Identifizierung ist || A|| nichts anderes als die Euklidische Norm im RM %V,

Das folgende Lemma liefert die fiir uns wichtigsten Eigenschaften der Ma-
trixnorm:

2.1 Lemma: Sei A € RM*N Dann gilt:

(a) ||Az| < || Al - ||z|| fiir alle x € RY.

(b) |AB| < ||All - || B|| fiir alle B € RVN*X.
Beweis: (a) Wir bezeichnen mit a7 ,...,ay, die Zeilen von A. Mit der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung gilt dann

M

1Az])? = |(a] - @,...,af; - 2)|* =) _(a] -2)?
i=1
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M
<D Ml -l = 1A - 2]
=1

(b) Wir bezeichnen mit by, ..., bk die Spalten von B. Dann folgt wieder mit der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung, dass

M K M K
ABI? = T2 < 2. ball2 = LAIZ - | BII2
IABI> = "(af -0;)” <Y llaill®- > 1bs01* = AP - || BII*.
i=1 j=1 i=1 j=1

2.1 Der Ableitungsbegriff

Die Ableitung fiir Funktionen mit mehrdimensionalem Definitions- und Bildbe-
reich ist wie folgt definiert.

2.2 Definition: Seien N,M € N und D C RY. Ferner sei f : D — RM eine
Funktion und a € D°. Dann heifit f differenzierbar in a, falls eine Matrix
A € RMXN existiert mit

i @) = (@) = A~ a)

v=a [ = all

=0eRM,

Die Matrix A heifit in diesem Falle die Ableitung oder Jacobi-Matrix von f
in a und wir schreiben D f(a) = A. Ist die Menge D offen und ist f in jedem
Punkt a € D differenzierbar, so heifit f differenzierbar.

2.3 Bemerkung: Wir definieren die Ableitung nur in inneren Punktes des De-
finitionsbereichs, weil wir so gewisse Komplikationen bei der Grenzwertbildung
fiir mehrdimensionale Variablen vermeiden kénnen. Man beachte, dass sich die
Jacobi-Matrix im Fall N = 1 zu einem Spaltenvektor und im Fall M = 1 zu
einem Zeilenvektor reduziert. Auflerdem sei angemerkt, dass innere Punkte von
Teilmengen des RY stets Haufungspunkte sind. Deshalb konnen wir iiberhaupt
Grenzwerte in solchen Punkten betrachten.

Das folgende Lemma zeigt, dass die Ableitung, sofern sie existiert, eindeutig ist.

2.4 Lemma: Ist f : D ¢ RV — RM in a € D° differenzierbar, so ist die
Jacobi-Matrix D f(a) eindeutig bestimmt.

Beweis: Wir machen die Widerspruchsannahme, es gibe A, B € RM*N mit

lim f(z) —fl(;)—aﬁ‘l(x—a) - lim f(@) —J;|(;t)—af(x—a) 0
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Dann konvergiert auch die Differenz dieser beiden Funktionen gegen 0, d.h.

lim (A—B)(z —a)

z=a |z —a

=0.
Insbesondere gilt fiir jeden Einheitsvektorﬂ ei,i=1,...,N, fir x = a+de; und
0 = d(e) > 0 klein genug, dass

1€l

Aufgrund der Homogenitdt von Normen kiirzt sich § und mit |le;|] = 1 folgt
I(A— B)e;|| < . Da (A — B)e; gerade die i-te Spalte der Matrix A — B ist und
€ > 0 beliebig war, folgt (A — B)e; = 0. Die i-te Spalte von A — B ist also die
Nullspalte. Da i auch beliebig war, ist damit A = B. O

Anschaulich: Die Ableitung ist die (lokale) Linearisierung von f. Wenn der Be-
griff verniinftig definiert ist, sollte fiir lineare Funktionen keine Linearisierung
notwendig sein, siehe folgendes Beispiel.

2.5 Beispiel: Sei f : RV — RM eine affine Funktion, also von der Form f(x) =
Az +bmit A € RM*N und b € RM. Dann gilt fiir alle z,a € RY, dass

f@)— fla) — A(z —a) =0,

woraus unmittelbar folgt, dass f differenzierbar in jedem Punkt a € RY ist
mit konstanter Ableitung Df(a) = A. Wir konnen uns also merken: Ist eine
Funktion affin, so miissen wir ihre Ableitung nicht berechnen! O

2.6 Beispiel: Wir betrachten den Spezialfall N = M = 1 und zeigen, dass sich
der neu eingefiihrte Ableitungsbegriff auf den bereits aus Analysis I bekannten
reduziert. Sei also f : I — R mit einem offenen Intervall I C R eine Funktion,
die in a € I differenzierbar im Sinne von Definition [2.2] ist. Dann reduziert sich
die Matrix A zu einer Zahl A € R, fiir die gilt

L @) = fla) — A —a)

z—a | — al

=0.

Da die Betragsfunktion |- | stetig ist, gilt dann auch

i J@ = f@) =A@ —a)| [ f@) -~ f@) —Aw—a)| _
T—a |aj — a‘ T—a r—a
Damit erhalten wir wiederum
_ _ —Alr —
) -t T =I@ @ @ A0
r—a xr—a T—a T —a
O
6Zur Erinnerung: Die kanonischen Einheitsvektoren e1, ..., ey im RY sind diejenigen Vek-

toren, bei denen genau eine Komponente gleich 1 und alle anderen gleich 0 sind.
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Folgende Charakterisierungen der Differenzierbarkeit sind oft sehr hilfreich.

2.7 Satz: Sei f : D ¢ RV — RM ecine Funktion und a € D°. Dann sind
dquivalent:

(i) f ist in a differenzierbar mit Ableitung D f(a) = A.

(ii) Es gibt eine in a stetige Funktion r : D — RM und fiir alle z € D gilt

J@) = f@) +Df(@)(@ — @) +r(x) wnd tim T o (g)

wa e —a

(iii) Es gibt eine in a stetige Funktion R : D — RM*N und fiir alle v € D gilt

flz)=fa)+A-(x—a)+ R(z) - (x—a) und lim R(xz)=0.

r—ra
(iv) Es gibt eine in a stetige Funktion Q : D — RM>N und fiir alle x € D gilt

@) = f(@)+ Q@) - (x—a) und lim Q(z) = A.

r—a
Beweis: Die Aquivalenz von (i) und (ii) folgt sofort mit r(z) := f(x) — f(a) —
Df(a)(x—a) aus der Definition der Ableitung. Da aus der Existenz der Ableitung
Df(a) folgt, dass lim,_, f(z) = f(a), ist r bei a stetig. Der Satz ist bewiesen,

wenn wir die Implikationen (ii) = (iii), (ili) = (iv) und (iv) = (ii) bewiesen
haben.

(ii) = (iii): Wir definieren R durch R(a) := 0 und

R(z) := ||J:T£$c)t||2 “(x—a)" fir alle z € D\{a}.

Dann gilt fur alle x € D\{a}

R(m)-(m—a)zm-(x—af~(ac—a):r(x).

Diese Beziehung gilt auch fiir z = a, denn r(a) = 0. Daher gilt

lim R(z) = lim riw) (@-a) 0.

v=a o llz —al| lz —all

(iii) = (iv): Man muss nur Q(z) := A + R(x) setzen.
(iv) = (ii): Wir definieren r(z) := (Q(z) — A) - (x — a). Dann gilt

r(x) x—a

lim = lim (Q(z) — A) -

a—a ||z —al  z—a

lz —all
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2.8 Bemerkung: Die Beziehung @ zeigt, dass man eine in a differenzierbare
Funktion als Summe einer affinen Funktion und einer Funktion schreiben kann,
die stérker als linear gegen 0 konvergiert, wenn z — a.

Als néchstes wollen wir einen Zusammenhang zwischen Differenzierbarkeit und
Stetigkeit herstellen:

2.9 Satz: Ist f: D C RN — RM in a € D° differenzierbar, so ist f in a stetig.

Beweis: Dies folgt sofort aus der Darstellung f(z) = f(a) + Q(z) - (x — a) in
Satz iv) und den Rechenregeln fiir stetige Funktionen. O

Umgekehrt muss eine stetige Funktion allerdings nicht differenzierbar sein. Das
haben wir bereits in Analysis I gesehen.

Die bekannten Rechenregeln fiir Ableitungen iibertragen sich auf Ableitungen
im Mehrdimensionalen wie folgt. Bei den dabei auftretenden Produkten ist ganz
besonders die Reihenfolge der Faktoren zu beachten, da die Matrizenmultipli-
kation nicht kommutativ ist!

2.10 Satz: Gegeben sei eine Menge D C RY, a € D° und Funktionen f,g :
D — RM h:D — R. Sind diese in a differenzierbar, so sind auch f + g : D —
RM h-g:D—RM, f.g:D — R (Skalarprodukt) sowie 3 : {z € D : h(z) #
0} - Rund £ : {z € D : h(z) # 0} - RM in a differenzierbar (sofern sie in
einer Umgebung von a definiert sind) und es gilt:

(a) D(f +g)(a) = Df(a) + Dyg(a) € RM*N_

(b) D(h - g)(a) = h(a) - Dy(a) + g(a) - Dh(a) € EM*V.
(c) D(f - )(a) = f(a)" -Dyg(a) + g(a)" - Df(a) € BRIV,
(d) D(})(0) = — bz Dh(a) € RV,

(e) D(£)(a) = by [h(a) - Dg(a) — g(a) - Dh(a)] € RM*N,

Beweis: Mit Hilfe von Satz [2.7((iv) schreiben wir
f(z) = f(a) + Q(z) - (x —a) mit lim Q(z) =Df(a) € RM*Y,
g(a) +S(x) - (v —a) mit lim S(x) =Dg(a) € RM*N
h(z) = h(a) + T(x) - (x —a) mit lim T(z) = Dh(a) € RV,

a) Es gilt f(z)+g(z) =
S(x)) = Df(a) + Dy(a).
(b) Es gilt

fa)+g(a) +[Q(x) +5(x)] - (z — a) mit lim 4 (Q(x) +



lim [A(a)S(2) + g(a)T(x) + T(x)(z — a)S(x)] = h(a)Dg(a) + g(a)Dh(a).

r—a

(c) Dies ist formal die gleiche Rechnung wie in (b).
(d) Ahnliche Rechnung wie oben.

(e) Dies ergibt sich aus (b), wenn man dort h durch + ersetzt und dann (d)
anwendet. O

Auch die Kettenregel iibertriagt sich in natiirlicher Weise auf mehrdimensionale
Ableitungen.

2.11 Satz: Seien f : D C RN — RM und g : E ¢ RM — RX. Ferner sei f
differenzierbar in a € D°, es gelte f(a) € E° und g sei differenzierbar in f(a).
Dann ist a ein innerer Punkt des Definitionsbereichs von g o f und g o f ist in
a differenzierbar mit

D(go f)(a) = Dg(f(a)) - Df(a) € RV,

Beweis: Da f(a) € E°, existiert ein ¢ > 0 mit B(f(a),e) C E. Da f in a
differenzierbar ist, ist f nach Satz in a auch stetig. Also existiert ein § >
0, so dass f(B(a,d)) C B(f(a),e). Folglich ist g(f(z)) fiir alle z € B(a,0)
definiert und damit a ein innerer Punkt des Definitionsbereichs von go f. Unter
Verwendung von Satz [2.7)(iv) schreiben wir

f(z) = f(a) + Q(x)(x —a) mit lim Q(z) =Df(a),
9(y) = g(f(a)) +S(y)(y — f(a)) mit y_li??a) S(y) = Dg(f(a)).
Damit gilt
(go f)(@) = g(f(z)) = g(f(a)) + S(f(z))(f(z) — f(a))

Es gilt lim,_,, S(f(2))Q(x) = Dg(f(a))-Dg(a) wegen der Stetigkeit von @ in a
und von S in f(a). Mit Satz folgt die Behauptung. O

Ist eine Funktion auf dem gesamten Definitionsbereich differenzierbar, so kénnen
wir ihre Ableitung als eigensténdige Funktion betrachten.

2.12 Definition: Ist D C RY offen und f : D — RM eine differenzierbare
Funktion, dann heiit die Funktion Df : D — RM*N g s Df(a), die Ablei-
tung von f. Ist diese Funktion stetig, so heifit f stetig differenzierbar oder
Cl-Funktion. Mit C*(D,RM) bezeichnen wir die Menge aller stetig differen-
zierbaren Funktionen von D nach RM .

Erinnerung: Es gibt differenzierbare Funktionen, deren Ableitung nicht stetig
ist (Analysis I).
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Ist der Definitionsbereich D von f nicht offen, so macht es manchmal trotzdem
Sinn von der Differenzierbarkeit von f zu sprechen. Dazu folgende Vereinbarung:
Unter einer C'-Funktion f: D C RY — RM verstehen wir eine Funktion, die
die Einschrinkung einer auf einer offenen Obermenge D O D definierten C-
Funktion f ist. Fiir alle a € D setzen wir dann Df(a) := Df(a).

2.2 Partielle Ableitungen

Wir wollen herausfinden, wie man Ableitungen konkret berechnen kann. Dazu
fithren wir den Begriff der Richtungsableitung und der partiellen Ableitung ein.

2.13 Definition: Sei f: D ¢ RY — RM eine Funktion und a € D°. Ferner sei
v € RN mit v # 0. Falls der Grenzwert

existiert, so nennen wir ihn die Richtungsableitung von f im Punkt a in
Richtung v. Ist speziell v = e; der i-te kanonische Einheitsvektor, so nennen wir

O, f(a) die partielle Ableitung von f nach der i-ten Koordinate im Punkt a

und verwenden dafiir auch die Notation %(a) oder 9; f(a).

Beachte: Zur Berechnung der Richtungsableitung in Richtung v miissen wie die

Funktion
h(t) := fla+tv), h:]—ee[—RMY

an der Stelle ¢t = 0 ableiten, wobei € > 0 klein genug gewahlt ist, dass a+tv € D
fiir alle t €] — ¢,¢[. Im Fall v = e; ist dies die Funktion

h(t) == flar, ..., ai—1,a; +t,ai41,...,an).

Wir kénnen diese Ableitungen komponentenweise berechnen. Wie dies konkret
funktioniert, wissen wir aus der Analysis I.

Im Allgemeinen bezeichnen wir mit

fl,...,fM:D—>]R

die Komponentenfunktionen von f : D C RV — RM 5o dass f(z) =

(fr(@)s- ., fu (@)
2.14 Beispiel: Wir berechnen fiir
2
Jay) =%, [:D={(y) R x40} 3R

in jedem Punkt (a,b) € D die beiden partiellen Ableitungen:

af, .. 9 B -1 (b’
5‘:1:<a’b)_8tt—0a+t_baQ__<a) ’
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O

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Existenz aller Richtungsableitungen in ei-
nem Punkt a noch nicht die Differenzierbarkeit in a impliziert.

2.15 Beispiel: Wir betrachten die Funktion g : R? — R,

2
_ )L firz#0
9(@,y) = { x() fiirz=0

Sei (&,7) € R? mit £ # 0. Dann gilt
(“])2 2

~ Ui
D1e.n)9(0,0) = lim 5 = %

Fiir (0,7) € R? gilt

.0
8(5,77)9(0, 0) = tlgl(l) Z = 0.

Es existieren also alle Richtungsableitungen in (0,0). Trotzdem ist g in (0,0)
nicht differenzierbar, in der Tat nicht einmal stetig, denn

xT
I = lim = =1%0=g(0,0).
im_g(z,Vz) = lim —=1%0=g(0,0)

z—0t

O

Umgekehrt impliziert aber die Differenzierbarkeit die Existenz aller Richtungs-
ableitungen:

2.16 Satz: Ist f: D ¢ RY — RM im Punkt a € D° differenzierbar, so existiert
fiir jedes 0 # v € RN die Richtungsableitung 0, f(a) und ist gegeben durch

9y f(a) = Df(a)v.

Beweis: Nach Satz[2.7(iv) gilt f(a+tv) = f(a)+Q(a+tv)-tv mit limy_,o Q(a+
tv) = Df(a). Daraus folgt

o Fla+ ) = f(a)

lim . = }gr(l) Q(a +tv)v =Df(a)v.

0

2.17 Definition: Ist f eine reellwertige Funktion, also f : D ¢ RY — R, und
existieren in einem Punkt a € D° alle partiellen Ableitungen, so nennen wir den
Zeilenvektor

of

of
d = e
madf(@) = (5@ p (@),
dessen Komponenten die partiellen Ableitungen von f in a sind, den Gradien-

ten von f an der Stelle a.
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2.18 Korollar: Ist f: D C RY — R in a € D° differenzierbar, so gilt
Df(a) = grad/(a).

Beweis: Nach Satz gilt

Df(@e = 1), i=1,..N.

Da Df(a)e; die i-te Komponente des Zeilenvektors Df(a) € RN ist, ist
Df(a) = gradf(a). O
Der folgende Satz macht die geometrische Bedeutung des Gradienten als ,,Rich-
tung des steilsten Anstiegs® deutlich.

2.19 Satz: Sei f: D C RY — R in a € D° differenzierbar mit gradf(a) # 0
Fiir den normierten Vektor

_ gradf(a)"
 lgradf(a)||

gilt dann
Do f (@) = max{d, f(a) € R : v € RY mit [[v]] = 1} = [lgrad ()]

Beweis: Sei ||[v]| = 1. Dann gilt mit Satz und Korollar sowie der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, dass

9 f(a) = gradf(a) - v = |grad f(a)|lv{ - v < ||gradf(a)||

(gradf(a))"
= grad @) T grad <00 = Oy, f(a).
Damit sind alle Aussagen bewiesen. O

Wir schlieflen diesen Unterabschnitt mit einer Formel fiir die Jacobi-Matrix ab.
Wir haben gesehen, dass
of

Df(a)- e = 5-(a)

Die i-te Spalte der Jacobi-Matrix Df(a) ist also gerade die i-te partielle Ablei-
tung von f im Punkt a, die sich komponentenweise berechnen lisst. Schreiben

wir f(z) = (f1(z),..., fa(x), so gilt also

grad fy(a) Si() o (e
b= =
gradfu (@) Pr@ o @

Man sollte sich merken: Die Zeilen der Jacobi-Matrix sind die Gradienten der
Komponentenfunktionen. Die Spalten der Jacobi-Matrix sind die partiellen Ab-
leitungen. Oder einfach: Df(a) = (8f1 (a))i;-
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2.3 Der Mittelwertsatz und seine Anwendungen

Bei vielen Resultaten der Differentialrechnung kénnen wir uns auf die Betrach-
tung von Funktionen mit Werten in R beschrinken. Entsprechende Resultate
fiir vektorwertige Funktionen erhilt man dann einfach, indem man eine solche
Funktion komponentenweise betrachtet.

Aus der Analysis I kennen wir den Mittelwertsatz der eindimensionalen Differen-
tialrechnung: Ist f : [a,b] — R eine stetige Funktion, die auf ]a, b[ differenzierbar
ist, so existiert ein & €]a, b[ mit

—a

Eine fiir die mehrdimensionale Differentialrechnung wichtige Anwendung dieses
Satzes ist das folgende Resultat.

2.20 Satz: Gegeben sei eine Funktion f : D C RY — R und a € D°. Existie-
ren dann die partiellen Ableitungen %(x), i1 =1,...,N, fiir alle x aus einer
Umgebung U C D von a, und sind diese in a stetig, so ist f in a differenzierbar

mit Df(a) = gradf(a).

Beweis: Wir zeigen die Differenzierbarkeit von f in a, indem wir f(z)— f(a) als
Q(z)(z — a) mit einer in a stetigen Funktion @ darstellen (siehe Satz 2.7(iv)).
Wir wihlen zunéchst € > 0 so klein, dass B(a,e) C U. Fiir jedes x € B(a,¢)
definieren wir «; := «;(z) € B(a, &) durch

ap:=a, «;:=(x1,...,%,041,...,an), i=1,....N—1, ay:=uz.
Dann gilt
i N
i —al = | D (x5 —a;)? < | D (25— a;)? = |z —al| <e.
j=1 j=1
Also gilt ap,...,any € B(a,¢c). Die Punkte a;_; und «; héchstens in der i-ten

Koordinate, genauer:
a; —a;1=(0,...,0,2; —a;,0,...,0) = (z; —a;)e;, i=1,...,N.
Zum anderen gilt

lim o;(z) =a, i=1,...,N. (10)

r—a
Fiir jedes i = 1,..., N erfiillt die Funktion f; : [0,1] — R,
filt) == flai1 +tos — qim1)) = f(@1, o @im1, a6+ H@g — a5), a1, - -, an),
die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes. Begriindung: Fiir jedes tg € [0, 1] gilt

lim fi(t) = filto) _of

t—to t—to - 8x2

(xl, ey Ti—1, 05 + to(ﬂl‘i — ai),aiﬂ, .. .,aN)(xi — ai).
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Also ist fl iiberall differenzierbar und damit auch stetig. Der Mittelwertsatz
liefert ein 7; = 7;(z) €]0, 1] mit

flaq) = flaiz) = fi(1) = fi(0) = fi(m)
of

= (i1 + 7 — 1)) (@i — ay).

&ri

Nun schreiben wir (Teleskopsumme!)

N N of
f(x) = fla) = Z [fai) = flai-1)] = Z %(QFI + 7ia — ai—1)) (@i — ai).

=1 i=1

Die Summe auf der rechten Seite konnen wir als Skalarprodukt auffassen. Defi-
nieren wir

Qz) := <§i(ao +7(a1 —ao)), ..., %(Ow—l + v (o — aN—l))) )
so erhalten wir die gesuchte Darstellung f(x) — f(a) = Q(x)(xz — a). Aus (10)
folgt limy o (c;—1(2) + 75 (x) (i(z) — -1 (x))) = a fiiri = 1,..., N. Zusammen
mit der vorausgesetzten Stetigkeit der partiellen Ableitungen im Punkt a folgt
die Stetigkeit von @ in a. O

Der folgende Satz verallgemeinert den eindimensionalen Mittelwertsatz auf
Funktionen mit mehrdimensionalem Definitionsbereich.

2.21 Satz: Gegeben sei eine differenzierbare Funktion f : D € RN — R. Dabei
sei D offen und a,b € D seien so gewéhlt, dass Str[a,b] C D. Dann gibt es ein
& € Strla, b] mit

f(b) = f(a) = gradf(£) - (b —a).

Beweis: Wir betrachten die Hilfsfunktion
h(t) == fla+t(b—a)), h:[0,1] = R.

Diese Funktion ist als Komposition stetiger Funktionen stetig und nach der
Kettenregel differenzierbar in ]0, 1] mit Ableitung h'(t) = gradf(a + t(b— a)) -
(b — a). Nach dem eindimensionalen Mittelwertsatz gilt h'(7) = h(1) — h(0) fiir
ein 7 €]0,1[. Mit £ :=a + 7(b — a) folgt die Behauptung. O

Eine Anwendung liefert der folgende Satz:
2.22 Satz: Sei D C RN offen und f : D — R differenzierbar. Gilt dann
gradf(z) = 0 fiir alle x € D, so ist f auf jeder Zusammenhangskomponente

von D konstant.

Beweis: Sei G C D eine Zusammenhangskomponente von D. Diese ist offen,
da mit jedem z € G auch ein Ball der Form B(z,r) zu D und damit zu G
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gehort (da er zusammenhingend ist). Wihle nun a,b € G beliebig. Dann gibt
es nach Satz Punkte ag,...,a, € G mit ag = a und a, = b, so dass
Strla;—1,a;] C G fir i = 1,...,n. Nach Satz gibt es ¢ € Str[a, a;] mit
fla1) — f(a) = gradf(§) - (a1 — a). Da gradf(£) = 0 nach Voraussetzung, folgt
f(a1) = f(a). In dieser Weise schliefit man weiter auf f(a) = f(a1) = f(az) =

O

= flan-1) = f(b).
Dass sich der Mittelwertsatz i.A. nicht auf Funktionen mit mehrdimensionalem
Bildbereich iibertragen lésst, zeigt folgendes Beispiel.

2.23 Beispiel: Betrachte

fz) = < cosw ) f:R—R2

sinx

Nehmen wir an, dass f(27) — f(0) = Df(£) (27 — 0) fiir ein £ € [0, 27], so wiirde

dies bedeuten, dass
0\ [ —2msin{
0 )  \ 2mcos& )7

Da die Sinus- und die Kosinusfunktion keine gemeinsame Nullstelle haben, kann
dies nicht der Fall sein. O

Der Mittelwertsatz ldsst sich jedoch zumindest in Form einer Abschitzung auf
Funktionen mit mehrdimensionalem Bildbereich iibertragen. Der folgende Satz
wird manchmal auch Schrankensatz genannt.

2.24 Satz: Sei D C RY offen und f : D — RM differenzierbar. Ferner seien
a,b € D, so dass Str[a,b] C D. Dann gibt es ein £ € Stra, b] mit

1£(6) = f(@)[| < DI - [Ib—all-
Beweis: Die Hilfsfunktion

hz) = f(x)" - (f(b) = f(a)), h:D—R

erfiillt die Voraussetzungen von Satz Also existiert £ € Str[a, b] mit h(b) —
h(a) = gradh(§) - (b — a). Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt hieraus

[h(b) = h(a)| < [lgradf ()] - [|b— all.
Daraus folgt wiederum mit Hilfe der Rechenregel fiir Ableitungen von Produkten
1£(6) = f(@)[I* = (f(b) = f(a))" - (£(b) = f(a)) = h(b) — h(a)

< [lgradh(&)[| - [[b— all = [Df(€) " - (f(b) — f(a))l - [Ib — all
< DA - 11£®) = f(@)l - [ = all-

Dabei haben wir verwendet, dass die Transposition die Norm einer Matrix nicht
andert. Den trivialen Fall f(a) = f(b) kénnen wir aufler acht lassen. Deshalb
folgt nach Division durch || f(b) — f(a)| die Behauptung. O
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2.4 Der Umkehrsatz

Nun wollen wir herausfinden, wann eine differenzierbare Funktion eine differen-
zierbare Umkehrfunktion besitzt. Im Falle einer affinen Funktion

flx)=Ax+b

ist das sehr einfach. Die Invertierbarkeit der Matrix A ist dquivalent zur Existenz
(und Differenzierbarkeit) einer Umkehrfunktion, die dann durch

) =A" (y—b)

gegeben ist. Es ist nun naheliegend anzunehmen, dass bei einer differenzierba-
ren Funktion f die Invertierbarkeit der Jacobi-Matrix Df(a) in einem Punkt a
zumindest lokal die Umkehrbarkeit von f impliziert. Das folgende Beispiel zeigt,
dass jedoch die Invertierbarkeit der Ableitung alleine noch nicht ausreicht, um
die Existenz einer Umkehrfunktion zu garantieren.

2.25 Beispiel: Wir betrachten die Funktion

_J a+a®cosI firz#0 )
f(m)—{ 0 fir o =0 f:R—=R

Diese ist in = 0 differenzierbar mit Ableitung 1, da

x+x%cos T
lim —— & = lim (1 —|—accosz> =1.
z—0 x z—0 X
Als 1 x 1-Matrix ist f/(0) also invertierbar. Dennoch ist f in keiner Umgebung
von 0 umkehrbar, denn die Ableitung

fl(@)=1+ 922 cos © + 7sin -
x x
wechselt in jeder Umgebung von 0 unendlich oft das Vorzeichen. O

Was in obigem Beispiel die lokale Umkehrbarkeit von f verhindert ist, dass
f" bei z = 0 nicht stetig ist. Wir werden nun den Umkehrsatz beweisen, der
zeigt, dass bei stetiger Differenzierbarkeit die Invertierbarkeit der Ableitung
hinreichend fiir die Existenz einer lokalen Umkehrfunktion ist.

Vorher fithren wir noch die Bezeichnung Diffeomorphismus fiir eine bijektive
C'-Funktion mit C'-Umkehrfunktion zwischen zwei offenen Teilmengen eines
Euklidischen Raums R” ein. AuBerdem beweisen wir folgendes Hilfsresultat [7]

2.26 Lemma: Es gilt:

7Zur Erinnerung: Mit G1(N, R) bezeichnet man die Menge aller invertierbaren reellen N x
N-Matrizen.
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(a) Ist A € GI(N,R) und B € RV*N mijt ||[A — B| < ﬁ, so gilt B €
GI(N,R).

(b) GI(N,R) ist offen in RV*N .

(¢) Die Funktion h(A) := A~1, h: GI(N,R) — GI(N,R), ist stetig.

Beweis: (a) Seien « := ﬁ und 8 := ||A — B||. Dann gilt fiir alle z € RY:

allzl| = all A7 Azl < of|A7|[| Az|| = [|Az]| = [|(A - B)z + Ba|
<|[I(A = B)z| +[|Bz|| < |A = B| - [l«]| + |[Bz[| = Bl|=[| + || Bz].-

Daraus folgt
(o — B)||z|| < ||Bz| fiir alle z € RY.

Fiir alle  # 0 gilt dann wegen 8 < a (Voraussetzung), dass ||Bz| > 0 und
damit Bz # 0. Also ist der Kern von B trivial und B folglich invertierbar.

(b) folgt unmittelbar aus (a).

(c) Dies folgt unmittelbar aus den fiir die Matrixinversion bekannten Formeln
aus der Linearen Algebra und den Rechenregeln fiir stetige Funktionen. (]

2.27 Satz: Sei D C RY offen und f : D — RY eine C'-Funktion, so dass
Df(a) fiir ein a € D invertierbar ist. Dann gibt es eine offene Umgebung U C D
von a, so dass die Einschrinkung fly : U — f(U) ein Diffeomorphismus ist.
Auflerdem ist f(U) offen und es gilt

Df'y) = [Df(f (y)]~" firalley € f(U).
Beweis: Um den Beweis iibersichtlicher zu machen, unterteilen wir ihn in vier

Schritte.

Schritt 1 (Existenz von U und Injektivitéit von f|y): Es reicht aus, eine Umge-
bung U von a so zu bestimmen, dass fiir jedes y € R die Hilfsfunktion

hy(z) =z +Df(a)™ - (y— f(z)), hy:U—>RY

hochstens einen Fixpunkt x* besitzt, denn dann gibt es hochstens ein x* € U mit
y = f(x*), also hochstens ein Urbild von y unter f in U. Nach Voraussetzung
ist Df : D — RV bei a stetig. Also existiert ein § > 0 mit

-
2|Df(a)= 1

Fiir jedes y € RY gilt Dhy(xz) = I—Df(a) 'Df(z) = Df(a)"*(Df(a) —Df(z)).
Es folgt

IDf(z) — Df(a)] < fiir alle x € U := B(a,d) C D. (11)

DRy ()]l < [IDf(a)~*]| - IDf(a) = Df ()] < % fiir alle 2 € U.
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Mit Satz (Schrankensatz) gilt dann (da U konvex ist)
1
|y (z1) — hy(z2)]| < §Hm1 — x| fir alle z1,25 € U. (12)

Die Annahme der Existenz zweier Fixpunkte x7,25 von hy in U liefert dann
den Widerspruch ||z} — 23| = |[hy (27) — hy(@3)]| < 3} — 23]

Schritt 2 (Offenheit von f(U)): Wir wilhlen ein beliebiges § € f(U). Sei § =
f(&), 2 € U. Dann gilt B(&,n) C U fiir ein > 0, da U offen ist. Wir definieren

pri=
~ 2[Df(a)7|

und zeigen, dass B(y*,p) C f(U). Dazu sei y* € B(gy,p) beliebig. Um die
Existenz von z* € U mit y* = f(2*) zu zeigen, wenden wir den Banachschen
Fixpunktsatz (Satz an. Dazu miissen wir dessen Voraussetzungen verifizie-
ren. Als kompakte Teilmenge des RY ist B(,7) nach Satz m ein vollstandi-
ger metrischer Raum. Die Funktion hy+ bildet B(Z,n) in sich ab, denn fiir alle
x € B(z,n) gilt

[y (z) = Z|| < [[hy=(z) = hy=(D)]| + [|hy~(2) — Z||
< by () = hy= (@) + IDf(a) | - [ly* = £(@)]]
<p

1
<gllz—z]+ IDf(a)"Hlp < g+ g =1.

Wir wir bereits in Schritt 1 gezeigt haben, handelt es sich bei hy~ um eine

Kontraktion mit Kontraktionskonstante %

Schritt 3 (Differenzierbarkeit von f~! und Ableitungsformel): Zu beliebigem

g € f(U) wihlen wir ¢ > 0 mit B(g,0) C f(U). Dann gibt es Z € U mit

g = f(Z) und fiir jedes y € B(g, o) existiert € U mit y = f(x). Daraus folgt
hy(x) = hy(7) = x — 2+ Df(a) " (f(z) - f(2)) =& — 2+ Df(a) (5 —y)-

Unter Verwendung von folgt daraus
- 1 1 _
lz =2 +Df(a) (G —y)ll < 5llz - 2|
und mit der Dreiecksungleichung nach unten (Satz [1.10)) ergibt sich

IDf (@)~ G =yl = IDf(a)™" (7 —y) + (@ — ) = (T - 2]
> ||z — 2] = IDf(a) "' (5 —y) + (z - 2)|

_ 1 _ 1,
> |z - 2] - 5lle — 7l = 5z~ 2]

also
o —z|| <2|Df(a) " - lly — 7l (13)
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Nach Lemma und existiert die Inverse von Df(Z) und
F7H ) = 1@ = Df @)y~ §) =2 — 7 - Df@) 7 (f(2) - f(2))
= -Df(z)”'(f(z) - f(z) - Df(z)(z — 7).
Mit folgt hieraus fiir y # ¢
W = @ - D@ M -9l
N ly — 9l ) ) i

e — x|

Fir y — ¢ gilt nun x — T wegen und damit konvergiert die rechte Seite
wegen der Differenzierbarkeit von f gegen 0. Folglich konvergiert auch die linke
Seite gegen 0. Damit ergibt sich unmittelbar die Differenzierbarkeit von f~! von
7 und die Formel fiir die Ableitung, ndmlich

Df~'(y) =Df (@)~ =D @) (14)
Schritt 4 (Stetigkeit von Df =1 : f(U) — RV*N): Wegen gilt
Df ' =hoDfo [,

wobei h : GI(N,R) — GI(N,R) die Matrixinversion bezeichnet. Die Stetigkeit
von D f~! folgt nun aus der Stetigkeit der drei Funktionen, aus denen sie zusam-
mengesetzt ist (siche Satz d)). Die Stetigkeit von f~! folgt dabei aus der in
Schritt 3 gezeigten Differenzierbarkeit und die Stetigkeit von h liefert Aussage
(¢) in Lemma O
Im Fall N = 1 wissen wir: Ist f : I — R eine auf einem Intervall definierte
C-Funktion, die iiberall f/(z) # 0 erfiillt, so ist f streng monotmﬁ und besitzt
daher eine auf ganz f(I) definierte Umkehrfunktion. Hier gilt der Umkehrsatz
also nicht nur lokal. Dass die Voraussetzung der Invertierbarkeit von Df(x) in
jedem Punkt bereits im Fall N = 2 nicht notwendigerweise die globale Inver-
tierbarkeit von f impliziert, zeigt folgendes Beispiel.

2.28 Beispiel: Wir betrachten die Funktion]
f(r,p) = (rcosp,rsing), f:RsgxR—R2

Diese ist stetig differenzierbar mit

Df(r, ) = ( cosy —rsing )

sing rcosep

81st f/(z) # 0, so muss entweder f’(z) > 0 oder f/(x) < O fiir alle z € I gelten, da der
Zwischenwertsatz ansonsten eine Nullstelle der stetigen Funktion f’ liefern wiirde.

9Frinnerung: (x,y) = (rcosg,rsinyp) ist die Polarkoordinatendarstellung eines Punktes
(z,y) € R%
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Die Determinante hiervon ist 7(cos? ¢ 4 sin® @) = r > 0. Also ist Df(r,¢) in
jedem Punkt invertierbar. Als Ganzes besitzt f dennoch keine Umkehrfunktion
wegen der Periodizitét von Sinus und Kosinus. Berechnen wir die Ableitung der
lokalen Umkehrfunktion, die uns der Umkehrsatz liefert, so erhalten wir

DfL(z,y) = cosarg(z +1iy) —+/x%+ y?sinarg(x + iy)
Y= sin arg(z +1iy) a2+ y?cosarg(z + iy)

T —y -1 T y
W= :< ey e )
x —y x '

-1

—Y

2.29 Bemerkung: Der Umkehrsatz zeigt, dass die Invertierbarkeit von D f(a)
hinreichend dafiir ist, dass f in der Néhe von a ein Diffeomorphismus ist. Dass
die Invertierbarkeit auch notwendig fiir die Differenzierbarkeit der Umkehrfunk-
tion ist, sieht man wie folgt. Aus f~*(f(x)) = « folgt durch Ableiten

DS (f(x))Df(x) = I.

Also muss Df(x) fiir alle betrachteten x invertierbar seinH

Die Invertierbarkeit ist allerdings nicht notwendig fiir die reine Existenz einer
lokalen Umkehrfunktion. Betrachte dazu die Funktion f(z) = 23, f : R — R
mit Umkehrfunktion f~'(y) = ¢y. Da f'(0) = 0, erfiillt f bei a = 0 nicht die
Voraussetzung des Umkehrsatzes.

2.5 Der Satz iiber implizite Funktionen

Viele zentrale Probleme der Mathematik lassen sich so formulieren, dass die
Nullstellen einer geeignet definierten Funktion die Losung liefern. In diesem
Abschnitt wollen wir fiir Funktionen der Form

f:DcRM xRN 5 RY (15)

die Menge der Nullstellen (lokal) beschreiben. Um einen Anhaltspunkt fiir das
angestrebte Ergebnis zu finden, betrachten wir zunéchst wieder eine affine Funk-
tion f(z,y) = Az + By +b, f : RM x RNY — R Ist hier die N x N-Matrix B
invertierbar, so lasst sich die Gleichung

Ax+By+b=0

umformen zu

y=—B7'(Az +b).

10Falls Sie die Formel fiir die Ableitung von f~! aus dem Umkehrsatz einmal vergessen
sollten, kénnen Sie sich diese durch Ableiten von f~! o f schnell wieder herleiten.
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Daraus sieht man sofort, dass die Nullstellen von f die Punkte auf dem Graphen
der Funktion g(x) := —B~'(Az +b), g : RM — R¥ sind. Diese Beobachtung
wollen wir nun lokal auf differenzierbare Funktionen iibertragen.

Wir betrachten im Folgenden eine C!'-Funktion der Form und nehmen an,
dass f eine Nullstelle (a,b) € D C RM x RY besitzt, also f(a,b) = 0. Die
Jacobi-Matrix von f in (a,b) ist eine N x (M + N)-Matrix und hat die Form

Df(a,b) = (D1 f(a,b)[Daf(a,b)) € RNM s RNV,

wobei wir die Matrix Dfi(a,b) aus den ersten M Spalten und die Matrix
Df2(a,b) aus den letzten N Spalten von D f(a,b) bilden. Mit Hinblick auf den
Fall einer affinen Funktion nehmen wir an, dass D f(a, b) invertierbar ist.

Nun koénnen wir den Satz iber implizite Funktionen formulieren, der uns unter
den gegebenen Annahmen etwas iiber die Nullstellenmenge von f verrit.

2.30 Satz: Sei D ¢ RM x RV offen, (a,b) € D und f : D — R" eine C'-
Funktion mit folgenden Eigenschaften:

(i) f(a,b) = 0.
(ii) Do f(a,b) ist invertierbar.

Dann existieren offene Umgebungen U C RM von a und V C RY von b und
eine C'-Funktion g : U — V, so dass gilt:

(a) f(z,g(z)) = 0 fiir alle x € U, d.h. alle Punkte auf dem Graphen von g
sind Nullstellen von f.

(b) Alle in U x V liegenden Nullstellen von f liegen auf dem Graphen von g.
Insbesondere gilt g(a) = b.

(c) Es gilt Dg(x) = — [Da f(x, g(z ))} le(a?,g(x)) fiir alle x € U. Insbeson-
dere gilt Dg(a) = —=Daf(a,b)~" - D1 f(a,b).

Beweis: Der Beweis ist in zwei Schritte gegliedert.

Schritt 1 (Existenz von U und V): Wir wollen den Umkehrsatz anwenden und
erweitern deshalb die Funktion f durch

T

h(z,y) ::(Jf(x’y) ) h:D — RM xRV,

Diese Funktion ist offensichtlich stetig differenzierbar mit Ableitung

Dh(z,y) = ( D{A;(fbli/[y) D(Q)IJ\”/I(XxJ,Vy) ) fiir alle (x,y) € D.

Hierbei bezeichnet Ip;yps die M x M-Einheitsmatrix und Op;«n die M X
N-Nullmatrix. Wegen der vorausgesetzten Invertierbarkeit von Dsf(a,b) ist
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Dh(a,b) invertierbar, wie man anhand der Determinante detDh(a,b) =
det Insxas - det Do f(a,b) = det Daf(a,b) sieht. Nach dem Umkehrsatz gibt es
also eine Umgebung W C D von (a, b) und eine C!'-Funktion

Rt h(W) - W c RM x RV,

Wir wihlen nun beliebige offene Umgebungen U ¢ R von ¢ und V C RN von

bmit UxV C WDann ist h(U x V') wegen h(a,b) = (a, f(a,b))” = (a,0)7 als
Urbild von U x V unter der stetigen Funktion h~! (siehe Satz 1.23) eine offene
Umgebung von (a,0) € RM x R¥. Dies garantiert die Existenz einer offenen

Umgebung U C U von a mit
U x {0} C h(U x V).

Fiir jedes x € U gibt es wegen der Injektivitat von h auf U x V genau ein y € V.
mit h(z,y) = (z,0), d.h. f(z,y) =0.

Schritt 2 (Definition und Eigenschaften von g : U — V'): Der Wertebereich von
h~1 ist der Raum RM x R¥. Dies konnen wir mit der Schreibweise

W= a,y) = (hi*(2,9),hy " (z,y)) € RY x RY
zum Ausdruck bringen. Wir definieren nun die gesuchte Funktion g durch
g(w) == hy*(2,0), g:U—=V.
(a) Aus der Identitéiit (z,y) = h(h™1(z,y)) auf h(U x V) folgt
(2,y) = (hy " (z,y), F(hy H(2,), by (w,y))) - fiir alle (z,y) € A(U x V).
Insbesondere fiir y = 0 ergibt dies

0= f(x,g(x)) fiir alle z € U.

(b) Aus der Identitét (x,y) = h= (h(x,y)) auf U x V folgt
y=hyt(z, f(z,y)) fir alle (z,y) € U x V.
Ist nun (x,y) eine Nullstelle von f in U x V, so folgt y = hy ' (x,0) = g(z).

(c) Setzen wir G(z) := < g(xx) ), G:U = UxV,sofolgt aus 0 = f(z,g9(x)) =

f(G(x)) mit der Kettenregel auf U:

0= DJ(G(a) D) = (DS g Daf(wrae)) - o) )
= D1 f(z,9(x)) + D2 f(z,9(x)) - Dg(x).

Losen wir diese Gleichung nach Dg(z) auf, so ergibt sich die gesuchte Formel.
Dabei verwenden wir, dass Do f(z,g(x)) fiir alle x € U invertierbar ist, was
daran liegt, dass h auf U x V ein Diffeomorphismus ist. O

U Es ist klar, dass ein Ball B((a,b),e) C W eine Menge der Form U x V enthélt, z.B. U :=

B(a, %) und V := B(b, \%)
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2.31 Bemerkung:

e Der Name des Satzes kommt daher, dass die Funktion g nicht explizit,
sondern implizit iiber die Funktion f gegeben ist.

e Die Aussagen (a) und (b) des Satzes lassen sich kurz durch die Gleichung

{(,y) eUxV: fla,y) =0} ={(z,y) e U xV :y =g(a)}
zusammenfassen.

e Die Funktion g koénnen wir als Auflosung der nichtlinearen Gleichung
f(x,y) =0 nach y in der Néhe von (a,b) auffassen.

2.32 Beispiel: Das nichtlineare Gleichungssystem

2" +ow=>5

veosu — 6u+ 2w =7
mit den drei Unbekannten u, v, w besitzt, wie man leicht nachrechnet, die Losung
(u,v,w) = (0,1,3). Wir wollen nun versuchen, mit Hilfe des Satzes iiber impli-

zite Funktionen in der N#he dieser Losung noch weitere Losungen zu finden.
Dazu schreiben wir z := w, y = (y1, y2) := (u,v) und setzen

f(x,y):—( 26 +ya2 =5 )

yscosy; — 6y +2x —7
Dann hat die partielle Jacobi-Matrix Dy f(3,0,1) die Form

2eh1 T > ( 2 3>
—y28iny; — 6 cosy; |(z,y1,y2)=(3,0,1) 61

Offensichtlich ist diese Matrix invertierbar. Folglich gibt es in der Ndhe von
(3,0,1) noch weitere Losungen und die Losungskurve ldsst sich mittels Satz
¢) in erster Ndherung mit Hilfe der Ableitung

b= (2, ) (3)=( 1)

durch folgende affine Funktion beschreiben:

D, f(3,0,1) = (

v

(%) =+ Do -3 =

= O
N———
+
N
‘ NN

N
N—
—

g
|
w
S~—

2.33 Bemerkung: Oft ist es so, dass der Satz iiber implizite Funktionen in
der beschriebenen Form nicht direkt auf eine gegebene Funktion f: D ¢ RM x
RY — RY mit f(a,b) = 0 anwendbar ist, da die aus den letzten N Spalten der
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Jacobi-Matrix D f(a, b) gebildete Teilmatrix D f(a, b) nicht invertierbar ist. Dies
bedeutet aber nicht, dass der Satz iiberhaupt nicht anwendbar ist. Denn es gibt
viele Moglichkeiten die Identifizierung von RM Y mit RM x RY vorzunehmen.
Letztendlich lduft die Verifizierung der Voraussetzungen des Satzes dann darauf
hinaus, N linear unabhingige Spalten der Jacobi-Matrix D f(a, b) zu finden, die
zusammen eine invertierbare N x N-Matrix bilden.

2.6 Hohere Ableitungen

Die Ableitung einer Funktion f : D C RY — RM ist (sofern sie existiert) eine
Funktion Df : D — RM*N_ Es stellt sich die Frage, ob diese Funktion wieder
differenzierbar ist. Um diese Frage zu beantworten, miissen wir zunéchst den
Matrizenraum RM >N (auf natiirliche Art) mit dem RM'V identifizieren. Die
Ableitung von Df wiire dann eine Funktion von D nach RM VXN Setzen wir
dies fort, so erhalten wir Rdume von Matrizen immer gréfierer Dimension. Um
die damit verbundenen Schwierigkeiten zu umgehen, betrachten wir nur héhere
partielle Ableitungen.

Da bei der Bildung partieller Ableitungen nur Ableitungen von Funktionen mit
eindimensionalem Argument berechnet werden, tritt hier das oben beschriebene
Problem nicht auf. Fiir eine Funktion f: D C R — RM kénnen wir rekursiv

fO .= f D .= DfM™  fir alle n € Ny
definieren, falls diese Ableitungen existieren. Die zweite und dritte Ableitung

wird meist mit ' bzw. " bezeichnet.

Ist der Definitonsbereich einer Funktion mehrdimensional, so kann man hohere
Ableitungen mit Hilfe von partiellen Ableitungen erklédren. Ist z.B. bei einer
differenzierbaren Funktion f : D ¢ RY — R die i-te partielle Ableitung % :
D — R nach der j-ten Koordinate partiell differenzierbar, so nennt man L

8J61f :D— R
die partielle Ableitung 2. Ordnung von f (erst) nach z; und (dann nach)
x;. Wir benutzen dafiir auch die Schreibweise
o f

Im Fall ¢ = j schreiben wir auch

2
%(x) = 02f(x) = 0,0;f (x).

Entsprechend kann man zu hoheren partiellen Ableitungen iibergehen, z.B.

»f

_ 929 2
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Wir nennen eine differenzierbare Funktion f: D ¢ RY — RM (im Sinne einer
rekursiven Definition) bei a € D° k-mal differenzierbar (k = 2,3,4,...), falls
jede Koordinatenfunktion von f in einer offenen Umgebung von a (k — 1)-mal
differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung k£ — 1 in a
differenzierbar sind.

Die Funktion f heifit in D k-mal stetig differenzierbar oder CX-Funktion
(k =2,3,4,...), wenn die Koordinatenfunktionen von f in D k-mal differen-
zierbar und alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung & in D stetig sind. Mit
CKk(D,RM) bezeichnen wir die Menge aller C*-Funktionen von D nach RM.
Zusiitzlich schreiben wir C°(D, RM) oder C(D,RM) fiir die Menge der stetigen
Funktionen von D nach RM und C*(D,RM) fiir die Menge der Funktionen,
die fiir jedes k € N C*-Funktionen sind.

2.34 Beispiel: Die Funktion

1
_JeTs firx>0 .
f(x)—{ 0 firz<0 '’ JiR=R,

ist eine C*°-Funktion. Fiir z < 0 ist dies trivial und fiir > 0 zeigt man mit
vollstandiger Induktion, dass

F® () = p;gf)e_% firalle keN, >0 (16)

mit Polynomen p(z) vom Grad k — 1. Bei x = 0 existieren alle Ableitungen
f%*)(0), k € N, und sind gleich 0, was man induktiv zeigt. Induktionsanfang:

1

lim M = lim e _ lim ye ¥ =0,
x—0+ x rx—0+ X Y—+00

lim f@) = f(0) _ lim 0=0.

r—0— €T r—0—

Induktionsschritt (kK — k + 1):

(k)
lim 7f () lim Pi(2)

1
e T = 0.
z—=0+ T x>0+ p2k+1

Damit ergibt sich f*+1)(0) = 0.

Das folgende Beispiel zeigt, dass i.A. die Reihenfolge der Ausfithrung partieller
Ableitungen eine Rolle spielt.

2.35 Beispiel: Die Funktion

_ s i (n,y) £ (0,0) B2
@ y) = { 6 fiir (x,y) = (0,0) RS R
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ist partiell nach x differenzierbar mit

Z4 1‘2 2_ .4 -
O (4 ) = UE Lt i (a,y) # (0,0)
Oz " limgo LEOZLRD — 0 fiar (2, y) = (0,0)
Insbesondere gilt also %(O, y) = —y fir alle y € R und folglich

0% f
0yox

(0,0) = —1.

Analog zeigt man %(xv 0) = « fiir alle € R und damit

0*f
0zdy

(0,0) = 1.

Der nun folgende Satz von Schwarz zeigt, dass die Reihenfolge der Bildung
partieller Ableitungen keine Rolle spielt, falls wir die Stetigkeit der partiellen
Ableitungen voraussetzen.

2.36 Satz: Sei D C R? offen und f : D — R eine Funktion, fiir welche die
partiellen Ableitungen Oy f, Oaf, 0201 f : D — R existieren. Ist dann 0201 f in
(a,b) € D stetig, so existiert auch die partielle Ableitung 010> f in (a,b) und

3182f(a, b) = 3281f(a, b)

Beweis: Da D offen ist, gibt es reelle Zahlen h # 0 und k # 0 mit
R:={(z,y) ER*: |z —a| < |h|, ly—b| < |k|} C D.
Nun betrachten wir die differenzierbare Hilfsfunktion
g(t) == f(t,b+ k) = f(t,0), g:la—I[h,a+][h] =R,

auf die wir den eindimensionalen Mittelwertsatz anwenden. Dies liefert ein o €
la = |h|,a + |h|] mit

gla+h)—g(a)=g'(a) - h=[01f(a,b+k) =1 f(a,b)] - h. (17)
Als néchstes betrachten wir die Hilfsfunktion
p(s) :=01f(a,8), p:[b—|kl,b+ k] = R.

Auch diese ist nach Voraussetzung differenzierbar und so gibt es nach dem
Mittelwertsatz ein 5 €]b — |k|, b+ |k|[ mit

p(b+k) —p(b) =p'(B) -k = 0201 f(a, B) - k.
Kombinieren wir dies mit , so erhalten wir

gla+h) —g(a) = 0201 f(a, B) - hik. (18)
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Aufgrund der vorausgesetzten Stetigkeit von 0201 f gibt es zu jedem ¢ > 0
Zahlen h # 0 und k # 0, so dass

|0201 f(a,b) — 0201 f(x,y)| < e fiir alle (z,y) € R= R(h,k).
Setzen wir dann (z,y) = («, ), so folgt mit

f(a+h,b+k)f(a+h,b)f(a,b+k)+f(a,b)‘ -

6261f(a’? b) - hk

Diese Beziehung ist auch fiir alle kleineren |k| und |h| giiltig. Wir kénnen also
z.B. h festhalten und k& — 0 schicken. Dies ergibt

10, h,b) — O b
9201 f(a,b) — 2f(ath. f)L 2/ (e, )’ <e
Strebt nun noch h — 0, so erhalten wir das gewiinschte Ergebnis. O

Mit vollstdndiger Induktion ergibt sich sofort folgendes Korollar.

2.37 Korollar: Ist f : D € RN — R eine C*-Funktion mit k > 2, so stimmen
je zwei partielle Ableitungen der Ordnungen < k iiberein, bei denen gleich oft
nach den gleichen Koordinaten differenziert wird.

2.7 Der Taylorsche Satz

Die Differenzierbarkeit einer Funktion erlaubt es, die Funktion lokal durch eine
affine Funktion zu approximieren. Existieren auch hohere Ableitungen, so kann
man fragen, ob diese Ndherung mit Hilfe der hoheren Ableitungen verbessert
werden kann, z.B. durch Polynome.

Seinun f: D C RY — R eine in a € D° n-mal differenzierbare Funktion. Dann
definieren wir folgende Polynome:

Ti(x,a) := o Z Z 83: (a@)zs i,  Ti(a):RY - R.
Zl 1 Zk 1 vk 11

Beachte, dass Ty (Ar,a) = ATy (x,a) fiir alle A\ € R. Ein Polynom mit dieser
Eigenschaft wird auch als homogenes Polynom bezeichnet.

2.38 Beispiel: Im Fall N = 1 vereinfacht sich die Formel fiir Ty (z,a) zu

(k)
Ti(z,a) = ! k'(a)xk, k=1,...,n.
Im Fall N = 2 erhalten wir fiir £k = 1,2
0 0
Ti(a,0) = 5 (@)or + 52 (@) = gradf(a) -
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1[o*f o Of °f Pf, |
T N i ZJ
2(@,0) 2 [895% ()21 + Ox201, (@)z172 + 011029 (@)zza1 + 0x3 (a)2
3 9
g (B T (1)
2 ag?la];z (a) %(a) T2
Fiir beliebiges N € N und k£ = 1,2 erhé&lt man analog zu oben
Ti(z,a) = gradf(a) - @,
2 2
1 %<a) e O:Eéj\rgxl (CL) T
Tg(x,a):§(a:1,...,x1v) : . : :
i i
dx10x N (a’) T 0x2, (a) N

Nun koénnen wir den Satz von Taylor formulieren:

2.39 Satz: Sei D C RY offen und f : D — R eine C"-Funktion. Ferner seien
a,x € D so gewihlt, dass Str[a,z] C D. Dann gibt es ein £ € Str|a, x] mit

n—1
f@) = f(@)+ D Ti(z —a,a) + Ty(x — a,€). (19)
k=1
AuBerdem gilt
To(z —a,§)

M e —apn-t

— 0. (20)

Die Formel heifit Taylorsche Formel, das darin auftretende Polynom
f(a) + Zz;ll Ti(z — a,a) heit (n — 1)-tes Taylorpolynom von f bei a und
T, (x — a,§) heilt Restglied nach Lagrange.

2.40 Bemerkung: Der Taylorsche Satz verallgemeinert den Mittelwertsatz
(Satz[2.21), denn im Fall n = 1 reduziert sich die Taylorformel auf

f(@) = f(a) + gradf(§) - (z — a).

Beweis: Der Beweis ist in drei Schritte unterteilt.

Schritt 1 (Taylorformel fiir N = 1): Fiir ein fest gewihltes  # a sei 0.B.d.A. z >

a. Dann betrachten wir die Hilfsfunktion

(z—t)"
n!

h:D—R. (21)

9

ht) = @)~ £ - Y P @ - 1)t —a

Fiir jedes o € R gilt h(z) = 0. Zudem kénnen wir « so wihlen, dass h(a) = 0.
Da h (nach Voraussetzung an f) differenzierbar ist, gibt es nach dem Satz von
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Rolle (Analysis I) ein £ €]a, [ mit A'(§) = 0. Wegen der leicht nachzurechnenden
Beziehung

()

(x —t)n !
(n—1)!

(n—1)!
folgt, indem wir t = £ setzen und nach « auflésen,
a= f"(e).

Ersetzen wir nun in t durch @ und o durch f®)(¢) und verwenden, dass
h(a) = 0, so ergibt sich die Taylorformel.

Schritt 2 (Taylorformel fiir beliebiges N): Die Hilfsfunktion

B (t)=— (x—t)"'+a fiir alle t € D

g(t) == fla+tlx—a)), g:J—R,

J ein geeignetes offenes Intervall mit [0,1] C J, ist n-mal stetig differenzierbar
und

g'(t) = gradf(a+t(z —a)) - (x —a) = Z

N

1" ad 82
50 = Y[ 3 g g (ot ta = a)) (o, = 0] (w1, — )

i1=1 ipx=1

N N 5’“]‘
gM(t) = Z Z m(a+t($ —a)) (@i, — ay,) - (@5, — aq,)
=1 ig=1 1

fir k=1,...,n. Damit gilt
g(k)(O) =k Ty(z —a,a) fir k=1,...,n.

Anwendung der in Schritt 1 bewiesenen Taylorformel fiir N = 1 auf die Funktion
g liefert

el o)) o)
g1y =g(0)+ > 7 k,( ), 9 n!(”) fitr ein 1 €]0, 1,

und damit folgt die Behauptung mit £ := a + n(x — a).

Schritt 3: Die Grenzwertbeziehung folgt aus der mit |z;, — a;,| < ||z — al
giiltigen Ungleichung

1 N N
Taw—a, Ol < — > )
i1=1 i

n=1

o f
T T

[l —a”

unter Verwendung der Stetigkeit der hier auftretenden partiellen Ableitungen,
die also auf jeder kompakten Teilmenge von D beschriinkt sind (siehe Satz[1.61)).
O
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Besitzt eine Funktion f : D C RY — R an einem Punkt a € D° alle partiellen
Ableitungen beliebig hoher Ordnung, so kann man die Funktionenreihe

(f(a) +iTk(x—a,a)>
k=1

neN

betrachten, die wir die Taylorreihe von f um a nennen. Im Fall N = 1 handelt
es sich dabei offensichtlich um die Potenzreihe

n (B (g
(Z / k!( )(xfa)k)neNo'

Folgendes Beispiel zeigt, dass bei einer C*°-Funktion die Taylorreihe die Funk-
tion nicht notwendigerweise approximiert.

2.41 Beispiel: Die Funktion
exp(—1) firz >0
flx):= 0 firx =0
exp(1) fiirz <0
ist, wie man mit den Argumenten aus Beispiel zeigt, eine C'°°-Funktion.
Es gilt f(*)(0) = 0 fiir alle k& € Ny. Folglich verschwinden alle Koeffizienten

der Taylorreihe von f um 0 und diese konvergiert in trivialer Weise gegen die
Nullfunktion und nicht gegen f. O

Wir wollen denjenigen Funktionen, fiir die dieses Phénomen nicht auftritt, einen
eigenen Namen geben.

2.42 Definition: Eine C*-Funktion f : D C RY — R, D offen, heifit (reell)
analytisch, falls fiir jeden Punkt a € D die Taylorreihe von f um a in einer
Umgebung von a konvergiert und dort die Funktion f als Grenzfunktion besitzt.

Beispiele fiir reell analytische Funktionen sind alle Funktionen, die iiber Potenz-
reihen eingefiihrt wurden, z.B. die Exponentialfunktion oder Sinus und Kosinus.

2.43 Beispiel: Wir betrachten die Exponentialfunktion
f(x)=¢€% f:R—R.

Wir wir wissen ist f differenzierbar mit f/ = f. Damit ist klar, dass f sogar eine
C*°-Funktion ist. Die Ableitungen bei = 0 ergeben alle den Wert 1, da f(0) =
1. Deshalb ist die zugehorige Taylorreihe um 0 gerade die Exponentialreihe

"1
k=0 " neNp

Da f(z) fiir alle z € R iiber diese Reihe definiert ist, konnen wir folgern, dass f
reell analytisch ist.
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2.8 Extremwerte

Eine der wichtigsten Anwendungen der Differentialrechnung besteht in der Be-
rechnung von Extremwerten (Minima und Maxima). Diesem Thema wollen wir
uns nun widmen. Dazu zunéchst folgende Definitionen.

2.44 Definition: Sei f : D C RN — R und a € D. Dann hat f bei a ein

e globales Maximum, falls f(z) < f(a) fiir alle x € D.

o lokales Maximum, falls ein 6 > 0 existiert mit f(x) < f(a) fiir alle
x € DN B(a,?).

e strenges lokales Maximum, falls ein 0 > 0 existiert mit f(z) < f(a)
fiir alle a # © € D N B(a,J).

In jedem dieser Fille heifit « Maximalstelle und f(a) Maximalwert. Mit den
umgekehrten Ungleichungen definiert man analog die drei Arten von Minima
und spricht entsprechend von Minimalstellen und Minimalwerten. (Wollen
wir uns nicht festlegen, ob wir von Minima oder Maxima sprechen, so verwenden
wir die Begriffe Extremalstelle und Extremalwert.)

Wie in der eindimensionalen Differentialrechnung ist das Verschwinden der Ab-
leitung eine notwendige Bedingung fiir eine Extremalstelle.

2.45 Satz: Eine Funktion f : D ¢ RY — R habe in einem Punkt a € D°
alle partiellen Ableitungen 1. Ordnung und f habe bei a ein lokales Extremum.
Dann gilt gradf(a) = 0.

Beweis: Wir betrachten 0.B.d.A. nur den Fall eines Maximums. Sei € > 0 so
gewahlt, dass die Funktionen

hz<t) = f(ah...,ai,l,ai +t,ai+1,...,CLN), h; : [—E,E] — R,

fir ¢ = 1,..., N wohldefiniert sind und so, dass f(a) = h;(0) > h;(t) fiir alle
t € [—¢,¢]. Dann gilt

hi(t) — hi(0) [ >0 fiir alle t € [—¢,0)
t <0 firallet € (0,¢]

Durch die Grenziiberginge ¢t — 0F folgt h%(0) < 0 und h}(0) > 0, also h%(0) =
0. Da R}(0) = 0;f(a) und gradf(a) = (01 f(a),...,0nf(a)), folgt damit die
Behauptung. O

Um eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines lokalen Extremums zu
formulieren, benétigen wir den Satz von Taylor. Wir nennen das Polynom T}, (z—
a,a) positiv definit bzw. negativ definit, falls es abgesehen von der Nullstelle
x = a nur positive bzw. negative Werte annimmt. Es heiflt indefinit, falls es
positive und negative Werte annimmt.
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2.46 Satz: Sei f: D C RY — R eine C"*'-Funktion und a € D mit
Ti(x —a,a) =0 firalle z € RY, k=1,...,n—1. (22)

Dann gelten folgende Implikationen:

e T,.(-,a) positiv definit = strenges lokales Minimum bei a
e T,(-,a) negativ definit = strenges lokales Maximum bei a

o T,(-,a) indefinit = kein Extremum bei a

Beweis: Nach dem Satz von Taylor (Satz [2.39)) gilt unter Verwendung der
Voraussetzung fiir jedes x # a aus einem Ball B(a,d) C D mit einem
¢ € Strla, x] die Beziehung

f(l') - f(a) = Tn(x - a,a) + Tn+1($ - a,f)
_ Tn - W
— H‘T _ aHn{Tn (H7a) + Lﬁif) .
[ = a [l —af
—0 fir z—a
Nun betrachten wir die moglichen Fille fiir T, (-, a):

(a) T,(,a) sei positiv definit. Dann nimmt 75, (-, a) auf der kompakten Menge
51(0) := {z € RN : ||z|| = 1} ein globales Minimum g an und dieses ist nach
Voraussetzung positiv. Also existiert Z € S1(0) mit

T, <|xa|,a> > T, (z,a) = u >0 fiir alle 2 € RV\{a}.
r—a

Wihlen wir € > 0 so klein, dass der Restterm kleiner als % wird, so folgt

f(x) = fla) > ||z —a|" (u— g) >0 fiir alle a # = € B(a,¢).

(b) T, (+, a) sei negativ definit. Analog wie in (a).

(¢) Tu(-,a) sei indefinit. Dann gibt es #,# € RY mit T,,(Z,a) < 0 < T,(%, a).
Fiir alle t > 0 mit a + t& € B(a, ) gilt dann

Ty (17, 5)}
[tz 1

fla+19) - 1(0) = il [13 (7.0 +
Daraus folgt, dass es beliebig nahe bei a Punkte der Form a+¢Z mit f(a+tZ) <

f(a) gibt. Analog zeigt man, dass es Punkte der Form a+t& mit f(a+t&) > f(a)
gibt. Also hat f bei a weder ein Maximum noch ein Minimum. O

Es stellt sich die Frage, wie man die hinreichenden Bedingungen des obigen
Satzes praktisch nachweist. Wir betrachten die wichtigsten Spezialfille:

Der Fall N = 1: Unter der Voraussetzung, dass f*)(a) =0 fir k=1,...,n—1

und £ (a) # 0 gelten nach obigem Satz wegen T, (z — a,a) = M(J; —a)”

n!
die Implikationen
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e n gerade und f (")(a) > 0 = strenges lokales Minimum bei a
e n gerade und f(")(a) < 0 = strenges lokales Maximum bei a

e n ungerade = kein Extremum bei a

Der Fall N beliebig, n = 2: Das Polynom Ts(x — a,a) ist dann die quadratische
Form

1 %(a) %(a) 1 — a1
§(x1—a1,...,xN—aN) : : :
(@) TN —ay
=:Hj(a)

Die hier auftretende Hesse-Matrix Hy(a) von f bei a ist nach dem Satz von
Schwarz symmetrisch. Die Definitheit von T5(-,a) ist deshalb &quivalent zur
Definitheit der Hesse-Matrix von f bei a.

Wir erinnern an dieser Stelle an die aus der Linearen Algebra bekannten Kriteri-
en zur Priifung der Definitheit einer Matrix. Eine symmetrische (reelle) Matrix
ist genau dann positiv bzw. negativ definit, wenn alle ihre Eigenwerte positiv
bzw. negativ sindE Sie ist genau dann indefinit, wenn sie Eigenwerte mit ver-
schiedenen Vorzeichen hat. Zudem gibt es ein Determinantenkriterium: Eine
symmetrische Matrix A = (a;;) € RY*Y ist genau dann positiv definit, wenn

aix - Qin
det >0 firalle n=1,...,N,
an1 Ann

und genau dann negativ definit, wenn —A positiv definit ist.

Zusammenfassend konnen wir folgendes Rezept zur Bestimmung der Extremal-
stellen einer Funktion angeben:

(1) Bestimme alle inneren Punkte a von D mit gradf(a) = 0.
(2) Untersuche die in (1) gefundenen Punkte mit Hilfe von Satz [2.46]

(3) Untersuche die zu D gehérigen Randpunkte. (Dafiir gibt es keine allge-
meingiiltige Methode.)

Oft ist es der Fall, dass man Extremalstellen unter gewissen Nebenbedingungen
bestimmen muss. Dazu folgendes Beispiel.

2.47 Beispiel: Wir wollen die lokalen Extrema der Funktion

fly)=2"+y* f:R*=R

12Beachte: Eine reelle symmetrische Matrix hat nur reelle Eigenwerte.
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unter der Nebenbedingung
r—y=1

bestimmen. Dies kénnen wir tun, indem wir die Nebenbedingung nach y auflésen
und das Ergebnis in die Funktion f einsetzen, also

f(x)=fr,z—1) =2+ (@x—-1)% f:R—=R.

Fiir diese Funktion kénnen wir unser Rezept anwenden und erhalten x = % als
einzige Extremalstelle. Dabei handelt es sich um eine Minimalstelle mit Mini-
malwert % O

Eine allgemeine Methode zur Bestimmung von Extremalstellen unter Nebenbe-
dingung liefert uns die Lagrangesche Multiplikatorenregel.

2.48 Satz: Sei D Cc RN offen und f : D - R, g : D - RM mit M < N
seien C!-Funktionen. Hat dann die Einschrinkung von f auf die Menge Dg :=
{z € D : g(x) = 0} ein lokales Extremum bei a € Dy und ist der Rang der
Jacobi-Matrix Dg(a) maximal, d.h. gilt

Rang(Dg(a)) = M,
so gibt es einen Vektor A\ € RM mit

gradf(a) + AT - Dg(a) = 0. (23)

Bevor wir den Satz beweisen, wollen wir uns klarmachen, welche Bedeutung der
Vektor A\ darin hat, dessen Komponenten Ay, ..., A\py man auch Lagrangesche
Multiplikatoren nennt.

2.49 Bemerkung: Der Vektor A tritt in der Gleichung als reine Hilfsgrofe
auf, die man benotigt, um das Gleichungssystem

gradf(a) + AT - Dg(a) =0
g(a) =0

zu losen, das aus N + M Gleichungen fiir N + M Unbekannte besteht. Hat
man eine Losung dieses Gleichungssystems gefunden, so interessieren nur noch
die ersten N Komponenten dieser Losung, die einen Vektor a bilden, der eine
Extremalstelle sein konnte.

Beweis: Wir ordnen die Koordinaten von z so um, dass die letzten M Spalten
von Dg(a) linear unabhiingig sind. Schreiben wir dann = = (£, 7) € RV-M x RM
und a = (o, ) € RYN=M x RM 50 kénnen wir Dg(a) schreiben als

Dg(a, B) = ( Dig(a, B) | Dag(e, B)),

ERMX(N-M)  cRMXM
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wobei Dag(a, 8) invertierbar ist. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt
es Umgebungen U € RY"M von o und V € R von $ und eine C'-Funktion
h:U — V mit

Don(UxV)={(¢n) €eUxV:n="n()}
Auflerdem gilt
Dh(e) = —Dag(e, 8) " - Dig(a, B) € RM*N=2D),

Die Funktion f(g) = f(&,h(§)), f: U — R, hat nun auch ein lokales Extremum
bei a, d.h. es gilt nach Satz

Df(a) = gradf(a) = 0 € R>*N=M),

Mit der Hilfsfunktion H(£) := (&,h(€)), H : U — U x V gilt dann f(¢) =
f(& h(€) = f(H(E)) und damit folgt mit der Kettenregel

0= Df(H(a)) - DH(@) = D1 (e DIDa 0.5 (s )
= D1 f(a,B) + Daf(e, 8) - Dh(a)
= le(aa 5) - DZf(aa 5) : D2g(a75)71 : Dlg(a’ ﬁ)

Fiir den durch
AT = —Daf (e, B) - Dag(e, p) ' € RVM

definierten Zeilenvektor A\ gilt offensichtlich
A" Dag(a, B) + Daf(a, §) = 0 € RV,
Auflerdem folgt
AT - Dig(e, B) + Dif(a, B) = 0 € RV =M),

Die letzten beiden Gleichungen zusammengenommen zeigen dann, dass die Be-
hauptung des Satzes gilt. O

Wir verzichten darauf, auch hinreichende Bedingungen fiir die Existenz von
Extremwerten unter Nebenbedingungen anzugeben und verweisen dafiir auf die
Optimierungstheorie.

Wir kénnen nun folgendes Rezept zur Bestimmung von Extremwerten unter
Nebenbedingungen angeben:

(1) Bestimme alle a € D° und A € RM mit

gradf(a) + A" - Dg(a) =
g(a)

0

0

(2) Priife, ob die in (1) gefundenen Punkte a die Bedingung Rang(Dg(a)) = M
erfiillen.
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(3) Priife, ob die in (1) und (2) gefundenen Punkte Extremalstellen sind (keine
allgemeingiiltige Methode im Rahmen der elementaren Analysis).

(4) Untersuche die zu D gehérigen Randpunkte von D und diejenigen a € D
mit g(a) = 0 und Rang(Dg(a)) < M (keine allgemeingiiltige Methode).

Dieses Rezept wollen wir nun an dem bereits betrachteten Beispiel durchfiihren.

2.50 Beispiel: Gegeben seien

flay)=2"+y>, glay)=x-y—1, fg:R*>R

Dann ist N =2, M =1 und D = R2.
(1) Wir betrachten das Gleichungssystem

(2a,2b) + X - (1,—1) = (0,0),
a—b—1=0.

Dies ist ein lineares Gleichungssystem fiir die Variablen a,b, A mit der
eindeutigen Losung

(a,b) = (1/2,—1/2), A= —1.
(2) Der Punkt (a,b) = (1/2,—1/2) erfiillt die Rangbedingung, denn
Rang(Dg(a,b)) = Rang(1,—1) = 1.

(3) Folgende Rechnung zeigt, dass der Punkt (1/2, —1/2) die Stelle eines stren-
gen lokalen (sogar globalen) Minimums ist:

flz,z—1)— f(1/2,-1/2) =2? + (2 — 1)% — %

) 1 ) 1 1\°
=2z —233—1—522 T —CB—I—Z =2 x—§ > 0.

(4) Der Rand von D ist leer und da Rang(Dg(z,y)) = 1 fiir alle (x,y) € R?
gilt, verletzt kein Punkt die Rangbedingung. O

2.9 Stammfunktionen

Stammfunktionen fiir Funktionen in einer Verédnderlichen kennen wir bereits aus
der Analysis I. Wir wollen uns nun iiberlegen, inwieweit wir das Bekannte auf
Funktionen in mehreren Verdnderlichen verallgemeinern kénnen.

Wir nennen eine Menge G C RY ein Gebiet, falls G offen und zusam-
menhéngend ist.
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2.51 Definition: Gegeben sei ein Gebiet G C RY und eine stetige Funktion
f: G — RYN. Eine C'-Funktion F : G — R, fiir die

gradF(x) = f(z) firallex e G

gilt, heilt Stammfunktion von f auf G.

Wie im eindimensionalen Fall sind Stammfunktionen auch hier nur bis auf eine
additive Konstante eindeutig bestimmt. Der Grund dafiir ist, dass die Differenz
zweier Stammfunktionen einen verschwindenden Gradienten besitzt und somit
nach Satz auf der zusammenhéngenden Menge G konstant ist.

Hinreichende Bedingungen fiir die Existenz einer Stammfunktion werden wir
im Rahmen der Integrationstheorie kennenlernen. Im Folgenden wollen wir eine
notwendige Bedingung herleiten. Dazu gehen wir von einer C'-Funktion f :
G C RY — RN mit einer Stammfunktion F' : G — R aus. Diese ist dann von
der Klasse C?, da ihre Ableitung f eine C'-Funktion ist. Nach dem Satz von
Schwarz (Satz lassen sich dann die partiellen Ableitungen von F zweiter
Ordnung vertauschen. Damit folgt fiir alle x € G und 7,57 =1,..., N:

O (4 — rF L OF () = 01 ()
8xj o 3:1:]8@ o 31:13% n 8;& '

Als notwendige Bedingung fiir die Existenz einer Stammfunktion von f auf G
erhalten wir also die sogenannte Integrabilititsbedingung

Ofi .\ _ 9f;
0z (@) = 6mji

(z) fir allex € Gund ¢,5=1,...,N.

Diese Bedingung ist offensichtlich sehr einschrinkend. Auflerdem ist sie, wie wir
im folgenden Beispiel sehen werden, i.A. nicht hinreichend. Die Existenz einer
Stammfunktion ist fiir Funktionen mit mehrdimensionalem Definitionsbereich
daher eher die Ausnahme als die Regel.

2.52 Beispiel: Wir betrachten die auf G := R?\{(0,0)} definierte Funktion

2 —I 2
= G — R
f(x17x2) ($%+.’L‘§,$%+$%)7 f -
Sie erfiillt die Integrabilitdtsbedingung, denn
%(:E x)—ﬁ—%(x xo) fiir alle (z1,22) € G
8$1 1,42) — (17%-'—17%)2 - 8132 1,42 1,42 .

Dennoch besitzt f keine Stammfunktion auf G. Wire ndmlich F' eine solche
Stammfunktion, so wiirde Folgendes gelten: Die Funktion

P(t) := F(cost,sint), P:R—R,
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ist einerseits periodisch mit Periode 27 und andererseits gilt fiir ihre Ableitung
nach der Kettenregel

F F
P'(t) = fa—(cos t,sint)sint + g—(cos t,sint) cost

0x1 Z2
= —sin?t — cos?t = —1.
Dies bedeutet, dass P(t) = —t + ¢ fiir eine Konstante ¢ im Widerspruch zur
Periodizitét. O

Nun wollen wir uns fiir den Fall N = 2 {iberlegen, wie man gegebenenfalls eine
Stammfunktion berechnen kann.

Dazu sei f : G C R? — R? eine C'-Funktion, die die Integrabilititsbedingung
erfiillt. Wir machen den Ansatz

F(xy,29) = /f1(9€1,$2)d$1 + c(z2)

Durch Ableiten nach x5 schlieflen wir auf die Gleichung

C/(xz) = f2(3317$2) - 8%52 /f1($1,$2)d331,

deren rechte Seite (wie die linke) von x; unabhéngig ist. Integration der rechten
Seite bzgl. xq liefert dann ¢(x2) und somit die gesuchte Stammfunktion F'.

Analog kann man natiirlich auch den Ansatz
F(z1,19) = /fg(xl,mg)dwg + a(xq) (24)

machen und die Funktion a(z1) durch Integration von

)
¢ (1) = fler,a) - 5 [ falor,aa)des (25)
T
bzgl. 1 bestimmen.

2.53 Beispiel: Fiir die Funktion
fxy,m0) i= (2e™ (1 + 21), 21€™), f:R* > R?

kann man leicht zeigen, dass die Integrabilitdtsbedingung erfiillt ist. Man stellt
leicht fest, dass von den beiden in Frage kommenden Integralen

/xge’“(l—i—xl)dxl und /I16I1d$2

das zweite einfacher als das erste zu bestimmen ist. Die Beziehungen und

lauten dann

F(x1,22) = x122€"" + a(x1)
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0
a'(z1) = 2" (1 + 1) — a—xl[xlxgexl] =0.

Also hat die gesuchte Stammfunktion die Form ziz2e”* 4 ¢ mit einer additiven
Konstante c¢. Um zu zeigen, dass es sich dabei tatsdchlich um eine Stammfunk-
tion handelt, muss man die partiellen Ableitungen berechnen! O

3 Integration

In diesem Abschnitt entwickeln wir die Theorie des Riemann’schen Integrals fiir
Funktionen mit mehrdimensionalem Definitionsbereich. Insbesondere kénnen
wir damit Teilmengen des RY einen , Inhalt“, d.h. eine MaBzahl fiir ihre GroBe
zuordnen.

3.1 Der Integralbegriff

Gegeben seien Punkte a,b € RY mit Komponenten a; < b;, i = 1,...,N. Jede
Menge @ C RY mit

]al,bl[x x}aN,bN[C QC [al,bl] X ... X [aN,bN]

nennen wir einen N-dimensionalen Quader. Die zugehorige Zahl

N

JN(Q) = H(bz — ai) Z O

i=1

nennen wir den N-dimensionalen Inhalt von Q. Jedes der Intervalle [a;, b;]
heifit Kante von @ und die Zahl Ji([a;,b;]) = b; — a; heifit Linge der Kante
[ai, bz} .

3.1 Definition: Ist Q@ = Q(a,b) ein N-dimensionaler Quader, so heifit eine
Menge der Form
Z=Zy%...xZy CRN

eine Zerlegung von @, wenn jede der Mengen Z; C R eine endliche Menge
reeller Zahlen x;0,%;1,...,%in, ist mit der Eigenschaft

ai:-ri,0<-73i,1<---<xi,ni:bi7 i1=1,...,N.

Sind Z und Z zwei Zerlegungen von Q, so heift Z Verfeinerung von Z, falls
Z C Z. Die Menge aller Zerlegungen von @) bezeichnen wir mit Z(Q).

Der Zerlegung Z in obiger Definition zerlegt den Quader @ in n = Hivzl n;

Teilquader @1, ..., Q,. Daraus ergibt sich

n

IN(Q) = ZJN(Qi).



Unser erstes Ziel ist es, die Inhalte von Mengen G zu bestimmen, die zwischen
dem Graphen einer Funktion und ihrem Definitionsbereich liegen. Ist dabei der
Definitionsbereich ein Quader @ € RY und ist f : Q — R konstant mit f(z) =
¢ > 0, so ist auch G wieder ein Quader, ndmlich @ x [0, ¢] und wir kénnen den
Inhalt von G sofort angeben: Jy11(Q % [0,¢]) = ¢- Jny(Q). Ausgehend von dieser
Uberlegung versuchen wir die Inhalte der Mengen

{(z,y) eQxR:0<y < f(z)}

niherungsweise zu bestimmen.

3.2 Definition: Sei f : Q — R eine auf einem Quader Q C RY definier-
te beschriankte Funktion. Ist dann Z eine Zerlegung von @ in n Teilquader
Q1,...,Qn, so nennt man die Zahlen

S1.0(2) =3 nf £(Q)) - In(Qs), SpqlZ) =Y _sup f(Qs) - In(Q;)

Jj=1

die zur Zerlegung gehérige Unter- bzw. Obersumme von f.

Aufgrund elementargeometrischer Uberlegungen erwartet man, dass sich die
Obersumme einer Funktion f :  — R verkleinert und die Untersumme ver-
groflert, wenn man von einer Zerlegung des Quaders @ zu einer Verfeinerung
iibergeht. Folgendes Lemma zeigt u.a., dass dies tatsdchlich so ist.

3.3 Lemma: Fiir jeden Quader @ C RY™ und jede beschrinkte Funktion f :
Q — R gilt:

(a) Sind Z, 7 Zerlegungen von Q mit Z C Z, so gilt

S;0(2) <8;4(2) <81q(2) <Sra(2).

(b) Fiir beliebige Zerlegungen Z, Z von Q gilt

ﬁf,Q(Z) < Ef,Q(ZA)-

Beweis: (a) Die mittlere Ungleichung ist trivial. Um die erste Ungleichung zu
zeigen, nehmen wir 0.B.d.A. an, dass Z nur in der ersten Koordinate einen
Punkt mehr besitzt als Z. Beim Ubergang von Z zu Z wird also ein Quader
Q* in zwei Quader Q7F, Q5 zerlegt und der Ausdruck inf f(Q*) - Jy(Q*) in der
Summe S; o(Z) wird ersetzt durch inf f(Q7) - Jn(Q7) + inf f(Q3) - Jn(Q3) in

der Summe S; (7). Es gilt nun

inf f(Q") - IN(Q") = inf f(Q") - IN(QT) +inf f(QF) - IN(Q3)
<inf f(Q7) - IN(QT) +inf £(Q3) - IN(Q3).
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Die dritte Ungleichung zeigt man analog zur ersten.
(b) Mit Z := ZU Z folgt Z C Z und Z C Z und damit gilt wegen (a)

S;0(Z) < 8;o(2) <S81.q(2Z) < Syo(2).

Aus dem Lemma folgt insbesondere, dass die Mengen

{S50(2):2€2(Q)} und {S;q(2):Z€2(Q)}

nach oben bzw. nach unten beschrénkt sind. Diese Tatsache benotigen wir in
der nun folgenden Definition des Riemann’schen Integrals.

3.4 Definition: Gegeben sei ein Quader Q C RY und eine beschrinkte Funk-
tion f: @ — R. Dann heift

L7 =swi{srol): 7€ 2@)
Unterintegral von f auf () und
/Qf = inf {S,.0(2): Z € Z(Q))
heifit Oberintegral von f auf Q. Gilt [of = Jof: so heift f (Riemann-)

integrierbar und L
L= 1= 0
Q JQ Q

heifit Riemann-Integral von f auf Q.

3.5 Bemerkung: An Stelle von fQ f sind auch die Bezeichnungen

/f(x)dx oder /f(xl,...,xN)d(xl,...,xN)
Q Q

gebriuchlich. Die Funktion f nennt man Integrand und z heifit Integrations-
variable. Im Fall N =1 ist @ ein kompaktes Intervall [a,b] und man schreibt

statt f[a,b] f auch
b b
/ f oder / f(x)dx

und nennt a die untere und b die obere Integrationsgrenze. Ist a > b, so

definiert man
b a
/ f(x)dx = —/ f(z)dx.
a b
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3.6 Beispiel: Sei Q C RY ein Quader und f(z) :== ¢ > 0, f : Q@ — R eine
konstante Funktion. Um | 0 f zu berechnen, wihlen wir eine beliebige Zerlegung

Z von @ in Teilquader @1, ...,Q,. Dann gilt offensichtlich f(Q;) = {c} und
somit

inff(Qj)zczsupf(Qj), Jj=1...,n
Damit folgt, da Z € Z(Q) beliebig gewiihlt war,

S;a(2) =Y c-In(Q;) =Srq(2) firalle Z € Z(Q).
j=1
Daraus folgt

7 =selSs0(2): 7 € 2@)) = 3 e (@)

= inf{gf’Q(Z) A Z(Q)} = ,/Qﬁ

und wir erhalten (wie erwartet)
=Y @) =can@
j=1

Analog ergibt sich dasselbe Ergebnis fiir ¢ < 0 und ¢ = 0. O

Ein Beispiel, in dem Ober- und Unterintegral nicht iibereinstimmen, ist die
Dirichlet-Funktion (sollte aus Analysis I bekannt sein).

3.7 Korollar: Besitzt ein Quader (Q den N-dimensionalen Inhalt 0, so ist jede
beschrénkte Funktion f : QQ — R integrierbar und es gilt |, 0 f=0.

Beweis: Aus Jy(Q) = 0 folgt Jn(Q;) = 0 fir jeden Teilquader Q; von Q.
Damit folgt unmittelbar die Aussage. O

3.2 Kiriterien fiir Integrierbarkeit

In diesem Abschnitt wollen wir die Menge der integrierbaren Funktionen exakt
beschreiben.

Das folgende Riemann’sche Kriterium fiir die Integrierbarkeit einer Funktion
ist von fundamentaler Bedeutung.

3.8 Satz: Fine auf einem Quader Q C RY beschriankte Funktion f : Q — R
ist genau dann integrierbar, wenn es zu jedem e > 0 eine Zerlegung 7 = Z(¢)
von @) gibt mit

0< gf,Q(Z) —ﬁf’Q(Z) <e.
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Beweis: (:>): Die Funktion f sei integrierbar und € > 0 sei beliebig. Nach
Deﬁnition 4| gibt es Zerlegungen Z1, Z5 € Z(Q) mit 0 < fQ f=850(Z1) <3
und 0 < S0 (Z2) fQ f < 5. Daraus folgt

0<87q(Z2) — Sy o(Z1) <e

Fiir die gemeinsame Verfeinerung Z := Z; U Z; gilt nach Lemma a):

0<S5q(2) = 8;0(Z) <Stq(Zs) = S;o(Z1) <e
(«=): Trivial. O

Um ein weiteres Integrierbarkeitskriterium zu zeigen, fithren wir den Begriff
einer Riemann’schen Summe ein.

3.9 Definition: Gegeben sei ein Quader Q C RY, eine beschrinkte Funktion
f Q@ — R und eine Zerlegung Q@ in n Teilquader Q1,...,Q,. Fiir beliebige
r, € Q,,v=1,...,n, nennt man

Ryq(Z,7r): Zfru In(Qy)

eine Riemann’sche Summe von f zur Zerlegung Z. Besitzt dabei jeder Teil-
quader @, nur Kanten mit einer Linge < §, so nennt man die Zerlegung und
die zugehdrige Riemann’sche Summe J-fein.

Offensichtlich gilt fiir jede Riemann’sche Summe

S;0(Z) < Rpq(Z,r) < Sfq(2). (26)

Mit Hilfe Riemann’scher Summen konnen wir das Darbouz’sche Kriterium fiir
Integrierbarkeit formulieren.

3.10 Satz: Eine beschrinkte Funktion f : Q — R auf einem Quader Q C RV
ist genau dann integrierbar mit fQ f =1, wenn es zu jedem e > 0 ein § = §(g) >
0 gibt, so dass

|Rf,Q(Z, T) — I‘ <e

fiir jede §-feine Riemann’sche Summe Ry o(Z,r) gilt.

Beweis: Wir beweisen zuerst folgende Hilfsaussage: Ist Z eine beliebige Zerle-
gung von @, so gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0 derart, dass fiir jede J-feine Zerle-
gung Z von @ in Teilquader @1, ..., Q,, Folgendes gilt: Sind Q1,...,Qk, k < m,
diejenigen Teilquader, die mit dem Inneren von mindestens zwei Tellquadern der
Zerlegung Z einen nichtleeren Durchschnitt besitzen, so gilt ZZ 1In(Qs) < e.

Aufgrund des Schreibaufwands beweisen wir diese Aussage nur fiir den Fall
N = 2. Die Zerlegung Z besitze die Teilpunkte a; < 1 < ... <z, < by in der
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ersten Koordinate und die Teilpunkte as < y1 < ... < y, < be in der zweiten.
Die Teilquader Q1, . .., @k sind dann in einer Teilmenge von Q) enthalten, welche
die Vereinigung von hochstens p ,,vertikalen Streifen* der Hohe by — as und einer
Breite < § und hochstens g ,,horizontalen Streifen“ der Breite by — a; und einer
Hohe < § ist. Folglich gilt

k
Z IN(Qi) < pd(b2 — az) + qd(b1 — a1),

=1

aus der sich mit
1 €

0=
2p(b2 — az) +q(br —a1)
die Giiltigkeit der Hilfsaussage ergibt. Wir kommen nun zum eigentlichen Beweis
des Satzes.

(=): f sei integrierbar und € > 0 sei beliebig. Nach Satz existiert eine
Zerlegung Z € Z(Q) mit

Sra(2) = S;o(Z) < 5. (27)

Sei M > 0 so gewdhlt, dass |f(x)] < M fiir alle z € Q. Wir wihlen nun ein
0 > 0 gemif der Hilfsaussage, so dass fiir jede d-feine Zerlegung Z von @ in

Teilquader Q1, ..., Qr, Qk+1,-- -, Qm gilt:

k
€
Durch die Zerlegung Z := Z U Z werden dann die Teilquader Qx+1,...,Qm
nicht weiter zerlegt, sondern nur die Teilquader Q1, ..., Qk, etwa in Teilquader
Q1,...,Q, 1 > k. Also gilt
k l ~
> IN(Qi) =) In(Qi)
=1 i=1

Damit folgt

k m
Sra(2) = Sra(2) = sup f(Qi) - In(Qi) + D sup f(Qi) - In(Qi)
=1 i=k+1
l m
=Y sup f(Qi) - In(Qi) — Y sup f(Qi) - In(Qi)
i=1 i=k+1
k !
< MZ IN(Qi) + MZ In(Qi)

i=1 i=1

k
= QMZJN(Qz) <
i=1

w| ™

71



Analog zeigt man, dass

™

S;0(2) = 8;0(2) < 3.

Mit folgt fiir die Verfeinerung Z von Z noch S o(Z) — §f7Q(Z) < 5 und
damit

S1.0(2) = 8;0(2) = (Sr.a(2) = S1.0(2)) + (sm< )~ S10(2))

N (ﬁva(Z) _ﬁf,Q(Z)) <3- § =ec.

Fiir jede beliebige zu Z gehorige Riemann’sche Summe gilt dann wegen :

w

§fQ z_: JN Qz)gg ( )

fiir beliebige z; € Q;, i = 1,...,m. Da auch S; (%) < I < S;q(Z), folgt
schlieflich

m

D fi) - In(Qi) —

=1

Il <e.

(«<): Es geniigt zu zeigen, dass

sup{S;o(Z): Z € Z(Q)} =1 = inf{Srq(Z):Z € 2(Q)}.

Sei ¢ > 0. Nach Voraussetzung existiert § > 0, so dass fiir jede d-feine Zerlegung
Z von @ gilt:

‘Zf(xifJN(Qi)—I <g fir alle x; € Q;, i =1,...,n.
i=1

Wir wéhlen nun die x; € Q; so, dass
€

|f($i)—Supf(Qi)|<m, Z:L,TL
Daraus folgt
Sra(2) =11 < [Sr0(2) = Y f@) In(@Q) JIn(Q) — 1]
i=1
<Y lsup £(Q) = (i) In(@ g —ti=c

i=1

Daraus folgt, dass inf{S;q(Z) : Z € Z(Q)} < I. Analog zeigt man, dass
I < sup{S; (%) : Z € Z(Q)}. Damit folgt die Integrierbarkeit von f mit

Jof=1 O

Mit dem obigen Satz kénnen wir leicht beweisen, dass die Anderung einer inte-
grierbaren Funktion an nur endlich vielen Stellen nichts am Integral der Funk-
tion &dndert.
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3.11 Beispiel: Gegeben sei ein Quader Q C RY und ein zy € Q. Wir zeigen,
dass die Funktion

. 0 fir x € Q\{zo} )
r@={ % T2l rieow

integrierbar ist mit fQ f = 0. Dazu sei ¢ > 0 beliebig und wir definieren

6= % N/e/yo. Ist nun Z eine d-feine Zerlegung von @ in Teilquader Q1, ..., Q,
so kann der Punkt xy im Inneren eines dieser Teilquader liegen oder auf dem
gemeinsamen Rand benachbarter Teilquader. Im Extremfall liegt x¢ in einer
gemeinsamen Ecke von 2V Teilquadern. Jede beliebige zu Z gehorige Rie-
mann’sche Summe hat also hochstens 2V von 0 verschiedene Summanden der
Form f(zg) - JN(Q,) mit v € {1,...,n} und ihr Betrag ist damit kleiner als
2N §N gy = e. Nach Satz besitzt f also das Integral fQ f=0. O

Wir werden zeigen, dass die Integrierbarkeit einer Funktion von der Gréfle der
Menge ihrer Unstetigkeitsstellen abhidngt. Um die Grofie dieser Menge in der
richtigen Art zu messen, benotigen wir folgenden Begriff.

3.12 Definition: Eine Menge A C RY heift Nullmenge oder genauer RN-
Nullmenge, falls es zu jedem € > 0 abzéhlbar viele (d.h. endlich oder abzéhlbar
unendlich viele) Quader Q;, i € I, mit Jn(Q;) > 0,4 € I, gibt mit A C |J;c; Qi
und ), IN(Qs) < €.

Beachte: In dem Fall, wenn die Indexmenge I unendlich ist, kénnen wir die
Summe Y, ; Jy(Q;) als unendliche Reihe ) °, Jn(Q;) auffassen, indem wir
I mit N identifizieren. Da Jx(Q;) > 0 fir alle 4, ist diese Reihe dann absolut
konvergent und folglich ist die Reihensumme unabhéngig von der Reihenfolge,
in der die Inhalte der Quader aufsummiert werden.

3.13 Beispiel: Jede abzihlbare Teilmenge {ay,as,...} des RY ist eine Null-
menge (UA). Dazu zihlt z.B. auch die Menge QY. ¢

3.14 Beispiel: Wir zeigen, dass R x {0} eine R%-Nullmenge ist. Dazu definieren
wir zu gegebenem ¢ > 0:

.o 9 9 X
Qi = [—Z,'L] X [—m7m:| , Vi € N.

Diese Quader bilden offensichtlich eine Uberdeckung von R x {0} und es gilt

. 2e € >
J2(Qq) = QZM = 5 ;b(Qi) =e.
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Man beachte die Dimensionsabhéingigkeit des Nullmengenbegriffs, die anhand
von obigem Beispiel illustriert wird. Obwohl auf den ersten Blick kaum ein
Unterschied zwischen der Menge R und der Menge R x {0} besteht, ist erstere
keine R'-Nullmenge.

Folgendes Korollar zeigt, dass man die iiberdeckenden Quader in der Nullmen-

gendefinition stets als offene Quader wahlen kann. Wir lassen den einfachen
Beweis aus[™]

3.15 Korollar: Eine Menge A C RY ist genau dann eine Nullmenge, wenn es
zu jedem e > 0 abzéhlbar viele offene Quader Q1,Q2, ... gibt mit A C J;=; Q;
und >, In(Q;) < e.

3.16 Satz: Fiir Teilmengen von RN (N fest gewihlt) gilt: Jede Teilmenge einer
Nullmenge ist eine Nullmenge und jede abzdhlbare Vereinigung von Nullmengen
ist eine Nullmenge.

Beweis: Ubungsaufgabe. O

Wir sagen, dass eine Eigenschaft fast iiberall in einer Menge A C RY gilt, falls
sie fiir alle z € A\N gilt, wobei N eine Nullmenge ist.

Nun kénnen wir das Lebesgue’sche Kriterium fiir Integrierbarkeit formulieren:

3.17 Satz: Eine auf einem kompakten Quader Q C RN beschrinkte Funktion
f:@Q — R ist genau dann integrierbar, wenn sie fast iiberall stetig ist.

Fiir den Beweis definieren wir die Oszillation von f im Punkt zg € Q. Das ist
die Zahl

Q(f,x0) := inf {sup f(B(xp,0) N Q) —inf f(B(xo,5) N Q) : 6 > 0}.

3.18 Lemma: Sei Q C RY ein kompakter Quader und f : Q — R beschrénkt.
Dann gilt:

(a) f ist genau dann stetig in xo € @, falls Q(f,zo) = 0.

(b) Gilt Q(f,z) < ¢ fiir alle x € Q, so gibt es ein Z € Z(Q) mit Sy q(Z) —

Beweis: (a) f ist genau dann in z( stetig, wenn zu jedem £ > 0 ein § > 0

existiert mit f(B(zo,0) N Q) C]f(wo) — &, f(wo) + €[. Daraus ergibt sich sofort
die Aquivalenz zu Q(f,z) = 0.

(b) Zu jedem z € @ gibt es nach Definition von Q(f,z¢) ein n = n(x) > 0 mit

sup f(B(z,n) N Q) —inf f(B(z,n) N Q) <e.

13Beweisidee: Zu einer gegebenen Quaderiiberdeckung {Q;} mit > INn(Qy) < /2N, ersetze
jeden der Quader Q; durch einen grofieren offenen Quader Q;, dessen Kanten doppelt so lang
sind wie die von Q;. Dann folgt Y. Jn(Q;) < e.
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Da @ kompakt ist, geniigen endlich viele Bélle B(z1,m),...,B(zo,np) (1 =
n(x;)) zur Uberdeckung von Q. Wihlen wir dann eine Zerlegung von @ in
Quader Q1,...,Q,, so fein, dass jeder Quader ); ganz in mindestens einer
der offenen Mengen B(z1,m1),. .., B(xp,np) liegt (siehe Korollar , so folgt
sup f(Q,;) —inf f(Q;) <e,i=1,...,m. Es ergibt sich:

Sro(Z) = S;0(Z) = (sup f(Q:) — inf £(Q:)) Tn(Q:)

i=1

<& JIn(Qi) =¢e-In(Q).
i=1

Beweis von Satz B.17
Beweis: Sei D := {z € Q : f unstetig bei z}.

(=): f sei integrierbar. Fiir die Mengen D, := {z € Q : Q(f,x) > p}, p > 0, gilt
nach Lemma offensichtlich D, € D und D = [J;2, Dy /;. Wegen Satz
geniigt es daher zu zeigen, dass jede der Mengen Dy /;, i € N, eine Nullmenge
ist. Seien also i € N und ¢ > 0 beliebig. Dann existiert ein Zerlegung Z € Z(Q)
in Teilquader @1, ..., Q, mit

Ste(Z) = 840(2) <

Bezeichnen wir nun (nach eventueller Umnummerierung) mit Q1, ..., Qk, k < n,
diejenigen Quader Q, der Zerlegung Z, fiir die Q. N Dy /; # (), so bedeutet dies
zweierlei. Zum einen ist das endliche Quadersystem {Qq, ..., Qk} eine Uberde-

ckung von D /;, und zum anderen gibt es fiir jedes k = 1,...,k ein z,, € Qy
mit Q(f,x,) > 1/i. Nach Definition folgt darauﬁ

NM—‘

Sup f(Qu) — inf f(Qu) = =, k=1, k.

Damit gilt dann
1 k k
7 EJN(QH 2:: sup f(Qx) — inf f(Qx)]IN(Qx)

Z sup £(Q,) — inf £(Q)]In(Q)

Diese Schlussfolgerung ist etwas problematisch. Falls z,, € Q%, funktioniert der Schluss
auf jeden Fall. Denn dann gibt es ein § > 0 mit B(zx,d) C Qx und sup f(Qx) — inf f(Qx) >
sup f(B(xx,0)) — inf f(B(zk,9)) > Q(f,z0). Ist zx allerdings ein Randpunkt von Q., so
miissen wir uns ein anderes Argument iiberlegen. Zum Beispiel kénnten wir nur diejenigen
Quader Qx mit Qz N Dy # () betrachten und argumentieren, dass man die Unstetigkeits-
stellen, die auf dem Rand eines Teilquaders liegen, vernachldssigen kann, da der Rand eine
Nullmenge ist.
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—Zsupf Q.)JIN(Q.) Zlnff Q.)IN(Qy)

v=1 v=1
— 15
= S1q(2) — 84 0(2) < i

Insgesamt haben wir damit die Existenz einer (sogar endlichen) Quaderiiberde-

ckung {Q1,...,Qk} der Menge D ; nachgewiesen, fiir die Z£=1 IN(Qy) < &
gilt. Also ist D;/; eine Nullmenge.

(«<): Die Menge D sei eine Nullmenge. Ferner sei M > 0 eine obere Schranke
fiir |f| auf @ und £ > 0 beliebig. Um die Integrierbarkeit von f (mit Hilfe des
Riemann’schen Kriteriums) zu zeigen, bestimmen wir eine Zerlegung Z € Z(Q)
mit Sfq(Z) — S;o(Z) < e. Dazu definieren wir 7 := &/(2M + Jn(Q)) und

stellen fest, dass es fiir die Nullmenge D eine Uberdeckung mit offenen Quadern

Ry, R, ... gibt, so dass
> (R
i=1

Ferner gibt es zu jedem Punkt 2 € Q\D wegen der Stetigkeit von f in 2 nach
Lemma [3.18] einen offenen, x enthaltenden Quader S, mit

Supf(swmQ) *lnff(srnQ) <n.

Das Mengensystem {R; : i € N} U{S, : x € Q\D} ist dann eine offene Uberde-
ckung des kompakten Quaders ), und folglich gibt es eine endliche Teiliiberde-
ckung {R;,,...,Ri , Sz, ,...,5,} von Q. Wir wihlen nun eine Zerlegung von
Z e Z2(Q) derart dass jeder Teilquader dieser Zerlegung ganz in einem der Qua-
der Ry, ..., R, le, -y Oz, liegt, und zwar nummerieren wir die Quader von Z
so, dass jeder der ersten k Quader Q1,...,Q in einem der Quader R;,,..., R;,
enthalten ist, und jeder der restlichen Quader Qy41, ..., @, in einem der Quader
Sy Sz, Daraus folgt

k [eS)
Z Z )<n und
i=1 i=1

sup f(Q;) —inf f(Q;) <n firj=k+1,...,n

Insgesamt erhalten wir

n

Sr(Z2) = 8;0(2) = Z[bupf(Qz) inf f(Qq)]In(Q:)

=1

k n
<D 2MIN(Qi) + Y [sup f(Q)) — inf £(Q)]In(Q;)
i=1 j=k+1

k n
<2MZJN(Q1')+ Z nJIn(Qj) <2Mn+nJn(Q) = €.
i=1 j=k+1

Damit ist die Integrierbarkeit von f auf @ gezeigt. O
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3.3 Eigenschaften integrierbarer Funktionen

In diesem Abschnitt beweisen wir eine Reihe von Figenschaften des Integrals.

Monotonie des Integrals:

3.19 Satz: Sind f,g,h : Q — R auf einem Quader Q C RY integrierbar, so
gilt:

(a) Gilt f(z) < g(=) fiir alle x € Q, so folgt [, f(z)dz < [, 9(z)
(b) Gilt m < h(x) < M fiir alle x € Q, so folgt

m-JIn(Q) < /Qh(:c)d:c < M- Jn(Q)

Beweis: Folgt unmittelbar aus der Definition des Integrals. (b) ist eine einfache
Folgerung aus (a) und Beispiel O

Linearitit des Integrals:

3.20 Satz: Gegeben sei ein Quader Q C RY, integrierbare Funktionen f,g
@ — R und ¢ € R. Dann sind auch f + g und c- f integrierbar mit

/Q (f(z) + g(2))da = /Q f(@)da + /Q g(w)da
/Qc~f(;z:)dx_c-/Qf(z)dz

Beweis: (i) Zu gegebenem ¢ > 0 gibt es nach dem Darboux’schen Kriterium
(Satz m 01,02 > 0, so dass fiir alle §;-feinen bzw. do-feinen Zerlegungen von

Q in Q1,...,Qnbzw. Q1,...,Q,, und alle zugehorigen Riemann’schen Summen
gilt:
n m c
Zf(ry)m@,)—/ Z o5 I(Q) ~ [ o < 5.
v=1 =1 Q 2

Mit ¢ := min{é;, 2} gilt dann fiir jede d-feine Zerlegung von @ in Q1,...,0k
und jede zugehorige Riemann’sche Summe:

k
(1) + gt (@) ( i )
> v@=(f, 1+,
A €
Zf )T (Qr) Af+§<K>JN(QH>—Lg<+2_5
Mit Satz [3.10] folgt daraus die Behauptung.
(ii) Einfach (UA). O

Integralungleichung:
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3.21 Satz: Gegeben sei eine auf einem kompakten Quader Q C RY integrier-
bare Funktion f : Q — R. Dann ist auch die Funktion |f| integrierbar und

] /Q fw)da| < /Q F(@)ldz.

Beweis: Ist f stetig in « € @, so ist auch |f| (als Komposition stetiger Funk-
tionen) in z stetig. Die Menge D der Unstetigkeitsstellen von |f| ist also in
der von f enthalten. Nach dem Lebesgue’schen Kriterium ist letztere eine Null-
menge. Also ist auch D eine Nullmenge und |f]| ist auf Q integrierbar. Wegen

~17(@)] < f@) < [f@)] gilt — [ |71 < [y < [, 1] nach Satz F19} Daraus
folgt die zu beweisende Ungleichung. O

Mittelwertsatz:

3.22 Satz: Zu jeder auf einem Quader Q C RY integrierbaren Funktion f :
@ — R gibt es ein u € [inf f(Q),sup f(Q)] mit

[ e = ax(@Q).
Q
Ist f sogar stetig, so kann man p = f(§) fiir ein £ € ) wéhlen.

Beweis: Wir betrachten die Ungleichung

inf £(Q) - Jn(Q) < /Q f@)dz < sup £(Q) - Tn(Q)

und die stetige Funktion h(t) :=t¢ - Jy(Q), h : [inf f(Q),sup f(Q)] — R. Nach
dem Zwischenwertsatz gibt es ein u wie behauptet. Ist f stetig, so kann man
den Zwischenwertsatz auf k(x) := f(z) - JN(Q), k : @ — R, anwenden und be-
kommt ein £ wie behauptet. Falls inf f(Q)Jn(Q) < fQ f(x) <sup f(Q)JIN(Q),
ist das klar. Andernfalls gilt z.B. inf f(Q) - Jn(Q) = fQ f(z)dz, woraus mit

der Stetigkeit von f folgt, dass f(x) = inf f(Q) fiir alle € @, da andernfalls
f(z) > inf f(Q) fiir alle z aus einer in @ offenen nichtleeren Menge U, woraus
inf f(Q) - In(Q) < [, f(x)dz folgt, ein Widerspruch! O

Additivitat des Integrals:

3.23 Satz: Ein Quader Q C RV sei zerlegt in Teilquader Q1, . ..,Q,. Ist dann
eine Funktion f : Q — R integrierbar, so ist auch jede ihrer Einschrdnkungen
flo, : Qi = R, i =1,...,n, integrierbar und

x)dr = x)dx.
/Qf( =3 [ @)

Beweis: Wie f ist auch jede der Einschrinkungen f|g, fast iiberall stetig und
somit integrierbar. Sei nun € > 0 beliebig. Gemifl Satz withlen wir ein
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0 > 0 und eine zugehorige d-feine Zerlegung Z € Z(Q), so dass die Teil-

quader @Qq,...,Q, weiter zerlegt werden in Q1,1,...,Q1,4;5 @2,15---,Q2,q0» - - -»
Qn1,--->Qn,q,, und dass fiir eine beliebige zu Z gehorige Riemann’sche Summe

gilt:

‘szrw ~JIn( Qw /f‘<*

1=1j5=1

‘éf(”vj)'JN(Qi,j)—/ fla:| <

Zusammengefasst erhalten wir
/f Z/ flo.| < /f ijzlfrm -In( Qm)’
+‘;[§f(7’z‘,j)'JN(Qz‘,j)/QifQi]

Da € > 0 beliebig gewéhlt war, folgt die Behauptung. O

1=1,...,n.

_2n

%:
=1

Integration von Funktionenfolgen:

3.24 Satz: Gegeben sei ein Quader Q C R™ und eine Folge (f,)nen von auf
@ integrierbaren Funktionen. Konvergiert diese auf @) gleichméBig gegen eine
Funktion F : Q — R, so ist F' integrierbar und es gilt

n—oo

lim fn( )dx:/Q[nli_{rolofn(x)}dx:/QF(x)dw.

Beweis: Sei ¢ > 0 beliebig. Wir withlen ng € N, so dass | f,,(z) — F(z)| <
(0.B.d.A. Jn(Q) > 0) und folglich

___&
2Jn(Q)

g )
fn(z) — 28 (Q) < F(x) < fulx) + 270 (Q)

fiir alle n > ng und z € Q. Daraus folgt




und folglich ist F' integrierbar. Auflerdem folgt
‘/ F(z)dx 7/ fn(x)dx‘ << firallen > ny,
Q Q 2

woraus die behauptete Grenzwertbeziehung folgt. O

Parameterabhéngige Integrale:

3.25 Satz: Gegeben sei eine offene Menge D C RM, ein kompakter Quader
Q C RY und eine stetige Funktion f : D x () — R. Dann ist die Funktion

F(x) ::/Qf(amy)dy, F:D—R

stetig. Existieren zudem die partiellen Ableitungen E?Tf(:my), v=1..,M,
und sind stetig auf D x @, so ist F auf D stetig differenzierbar und es gilt die

sogenannte Leibniz’sche Regel:

aF( ):/ ﬁ(l‘,y)dy, V:LaM
Q

ox, v o0x,

3.26 Bemerkung: Besonders suggestiv ist die Leibniz’sche Regel in der Form

9 af
8%/Qf(x,y)dy /any(l‘,y)dy, v=1,...,

Beweis: Gilt Jy(Q) =0, so ist F(x) = 0 fiir alle x € D und die Aussagen des
Satzes sind trivialerweise richtig. Wir nehmen nun an, dass Jy(Q) > 0.

(i) Zum Nachweis der Stetigkeit von F' wihlen wir einen beliebigen Punkt z¢ €
D, eine kompakte Umgebung U von xg in D und ein beliebiges € > 0. Da f auf
der kompakten Menge U x @ gleichméfig stetig ist, gibt es ein § > 0 mit

|f(z,y) = fzo, y)| < fiir alle z € B(xo,0), y € Q.

_c
In(Q)
Fiir alle z € B(xg,d) und y € Q gilt daher
7@~ Fao)l = | [ 170.9) = oo, lan| < [ 17600 = Fooulay
< In(Q) -sup{|f(z,y) — f(zo,y)| 1y € Q} <e.

Damit ist die Stetigkeit von F' in zo gezeigt.
(ii) Die Aussage bzgl. der v-ten partiellen Ableitung beweisen wir, indem wir
zeigen, dass es zu jedem xg € D und € > 0 ein § > 0 gibt mit

F(xzo +te,) — F(xo)
S

0
83;{/ ($07y)dy‘ <e
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fiir alle 0 # ¢ €] — 4, 8[. Wegen der Stetigkeit von 8‘97’1(36, y) auf D x @Q ist diese

Funktion gleichméfig stetig auf U x Q. Folglich gibt es ein § > 0, so dass fiir
alle y € @ gilt:

af 0 3
axy(x0+tey7y)_ axy(m()ay) < JN(Q)

Aus dem Mittelwertsatz, angewandt fiir ein festes y € @ auf die Hilfsfunktion

fiir alle ¢ €] — 6, 6],

0
8;: (‘T(),y), h :] - 5a5[_> ]Rv

h(t) := f(zo + te,,y) —t -
folgt zunéchst fiir alle t €] — ¢, 0[, dass
[1(t) = h(0)] < [t] - sup{|'(s)] : s €] = 6,4},

woraus wir folgern kénnen, dass

e~ a1 s <

Fiir alle 0 # ¢ €] — §,6[ und y € Q folgt dann

‘F(xo +te,) — F(xo) _/
Q

0
xfy(xo,y)dy‘

t 0
_ J(zo +te,,y) — f(20,9) of
- ‘/Q[ t oz, (xo’y)]dy’
f(xo +tev,y) — flwo,y)  Of
g/@‘ ; *T%(Io,y)‘dy
f(xo +tey,y) — f(zo,y)  Of

SJN(Q)-Sup{‘ (Io,y)‘:yEQ}<6-

t ox,

Damit ist die Leibniz’sche Regel bewiesen. Es bleibt noch festzustellen, dass
die Stetigkeit der partiellen Ableitungen gTF aus der Leibniz’schen Regel folgt,

denn das Integral | 0 %(m, y)dy hiingt wegen der Stetigkeit seines Integranden
stetig von x ab. O

3.4 Der Satz von Fubini

Wir wollen uns nun mit der Frage beschiéftigen, ob man mehr-dimensionale
Integrale auch koordinatenweise berechnen kann und so die Dimension der In-
tegrationsvariablen letztendlich auf 1 reduzieren kann.

Der folgende Satz von Fubini (1. Version) liefert uns die Antwort darauf, wann
wir ein Integral auf niedrig-dimensionalere Integrale reduzieren koénnen:
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3.27 Satz: Gegeben seien zwei Quader P C RM und Q c RY und eine in-
tegrierbare Funktion f : P x Q — R. Dann sind die beiden auf P definierten
Funktionen z fo(x, y)dy und = fo(x, y)dy integrierbar und

[ s = [ [[ senafa= [ [] s

AuBerdem sind auch die beiden auf Q erkldrten Funktionen y — [ pf(z,y)dz
und y — ﬁf(x, y)da integrierbar und

| fwdwn = [[[ swoaas= [[[[ s

Ist f sogar stetig, so existieren die Integrale fQ f(z,y)dy fiir alle x € P und
Jp f(x,y)dz fiir alle y € Q und

/PXQf(x,y)d(:z:,y)/P[/Q f(x’y)dy}dx/Q{/Pf(a?,y)dx}dy,

Beweis: Wir definieren zunéchst fiir jedes x € P die Funktion

fw(y) = f($7y)7 Jr:Q—R

und setzen
= fNI dy, = ; dy, ,q: P—>R.
q(z) / (y)dy, q(z) /f (y)dy, q,q

Wir geben als nichstes eine Zerlegung Z; € Z(P) in Teilquader Py, ..., P, und
eine Zerlegung Z, € Z(Q) in Teilquader @1,...,Q, vor. Dann ist Z; x Zs €
Z(P x Q) eine Zerlegung in die Teilquader P; x Q;,i=1,...,m,j=1,...,n.
Fiir jedes i € {1,...,m} und z € P; gilt dann:

inf f(P; x Q;) < inf f({z} x Q;) = inf f(Q;), j=1,...,n,

woraus folgt, dass

n

>_inf f(P % Q)N (Q) < 3 inf f(Q))In(Q;) < /Q fo(y)dy = q(x).

j=1
Daraus folgt wiederum

n

> inf f(Px Q) In(Q) < infq(Py), i=1,...,m.

j=1

Wir erhalten somit

St pxo(Z1x Za) =Y Y inf f(P; x Q)Jan(Pi x Q;)

i=1 j=1
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n

fﬁ[mef Py x Q1) In(@Q))] e (P)

i=1 j=1

Z ):ﬁg,P(Zl)'

| A

Analog zeigt man, dass
St.pxq(Z1 X Z2) > Sq.p(Z1).
Da ¢ < g, folgt

St pxq(Z1 X Z3) <8, p(Z1) < Sq,p(Z1)
? (Zl) < Sf PXQ(ZI X ZQ).

Da f nach Voraussetzung integrierbar ist, folgt

sup {gqyp(Z) . Ze Z(P)} — inf {Sq,p(Z) Ze Z(P)} - / f,
- N PxQ
und dies bedeutet, dass ¢ auf P integrierbar ist und [, 0 f als Integral besitzt.
Analog folgt die entsprechende Aussage fiir §. Die letzte Aussage des Satzes
ergibt sich dann unter Beachtung der Tatsache, dass jede Einschrankung einer
stetigen Funktion stetig ist. O

Aus einer mehrmaligen Anwendung des obigen Satzes erhalten wir die folgende
2. Version des Satzes von Fubini:

3.28 Satz: Gegeben sei ein N-dimensionaler Quader QQ(a,b) und eine integrier-
bare Funktion f : Q(a,b) — R. Dann gilt:

by b1
/ f(xl,...,xN)d(xl,..., / fml,...,xN)dmln-de,
Q(a,b)

sofern die angegebenen iterierten Integrale existieren. Ist f sogar stetig, so ist
dies der Fall, und die Reihenfolge der Integrationen darf beliebig vertauscht
werden.

3.29 Beispiel: Wir wollen die stetige Funktion f(z,y) := xy, f : R? — R iiber
einem Quader der Form [0, b]? integrieren:

bb2
/ zyd(z,y) = / / zydedy = —ydy
[0,6]2 2

b
= d = —
2 y Y=

Wir erinnern an dieser Stelle an die aus der Analysis I bekannten Satze zur

Berechnung eindimensionaler Integrale (Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung, partielle Integration, Integration durch Substitution usw.)
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3.5 Jordan-messbare Mengen

Wir wollen nun von den bislang betrachteten Quader zu allgemeineren Mengen
iibergehen, denen wir eine Mafizahl zuordnen wollen.

Sei dazu A C RY zunichst eine beliebige Teilmenge, die in einem Quader @
enthalten ist. Ferner sei Z € Z(Q) eine Zerlegung in Teilquader Q1,...,Qnx,
deren Indizes wir so wihlen, dass

Q. CAfirk=1,... )k,

QuNA#Dund Q,N(Q\A) # D fir p=k+1,...,m,
Q,CQ\Afirv=m+1,...,n.

Fiir die beiden Summen

k

0a(Z) = INQx), Tag(Z):= _Z IN(Q)),

k=1

die wir die innere bzw. dulere Quadersumme von A zur Zerlegung Z nennen,
gilt dann offensichtlich

040(Z2) <Taq(Z) <JIN(Q) = i:JN(Qi)-

3.30 Definition: Gegeben sei eine Menge A C RN und ein N-dimensionaler
Quader Q, der A enthélt. Die beiden nichtnegativen reellen Zahlen

<

=

=
|

= inf{EA’Q(Z) 1 Z € Z(Q)}
In(A) ==sup{oy o(Z2): Z € Z2(Q)}

(wobei J(A) := 0, falls {g,4o(Z) : Z € Z(Q)} = 0) heiflen dann innerer
bzw. dulerer Jordan-Inhalt von A. Stimmen diese beiden Gréfen iiberein,
so nennen wir die Menge A Jordan-messbar, und der gemeinsame Wert

IN(A) = In(A) = In(A)

heifit N-dimensionaler Jordan-Inhalt oder kurz Inhalt von A. Zusétzlich de-
finiert man Jy(0) := 0.

3.31 Bemerkung: Beachte: Der Jordan-Inhalt héngt nicht von der Wahl des
Quaders @ ab! Zudem ist diese Definition mit der bereits zuvor verwendeten
Notation Jy(Q) fiir Quadermengen vertriiglich, wie man leicht sieht.

Der folgende Satz zeigt den engen Zusammenhang zwischen dem Jordan-Inhalt
und dem Riemann-Integral.
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3.32 Satz: Eine beschrinkte Menge A C RY ist genau dann Jordan-messbar,
wenn fiir einen (und damit fiir alle) Quader Q mit A C @) die charakteristische
Funktion x 4 : Q — R integrierbar ist. In diesem Fall gilt

In(A) = /Q xa(z)de.

Beweis: Unter Verwendung der eingangs eingefiihrten Notation gilt

xa(@Q) ={1}, w=1,...,k,
xa(Qu) =1{0,1}, p=k+1,...,m,
xa(@y) ={0}, v=m+1,...,n.

Man sieht nun leicht, dass

04,Q(2) = 5,,,0(2): Ta0(Z) = S5x4.0(2).

Daraus folgt die Aussage. O

3.33 Beispiel: Die Menge [0,1] N Q ist nicht Jordan-messbar, denn ihre cha-
rakteristische Funktion ist die Dirichlet-Funktion.

Da jede abzéhlbare Menge eine Nullmenge ist, zeigt das obige Beispiel, dass
nicht jede Nullmenge Jordan-messbar ist. Dass es dennoch einen engen Zusam-
menhang zwischen Nullmengen und Mengen mit Jordan-Inhalt 0 gibt, zeigt
folgender Satz.

3.34 Satz: Fiir jede Menge A C RN gilt:

(a) Ist A Jordan-messbar mit Jy(A) =0, so ist A eine Nullmenge.

(b) Ist A eine kompakte Nullmenge, so ist A Jordan-messbar mit Jy(A) = 0.

Beweis: (a) Einfach.

(b) Wir wéhlen eine offene Quaderiiberdeckung von A mit > Jy(Q;) < €. Da
A kompakt ist, konnen wir eine endliche Teiliiberdeckung auswihlen, der Qua-
dersumme kleiner als ¢ ist. Daher gilt Jy(A4) <e. Mit 0 < Jy(A) < Jy(A) <e
folgt die Behauptung. O

Die Integraldarstellung des Jordan-Inhalts liefert folgende Charakterisierung
von Jordan-messbaren Mengen.

3.35 Satz: Fiir jede beschrinkte Menge A C RY sind dquivalent:
(a) A ist Jordan-messbar.

(b) OA ist eine RN -Nullmenge.
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(c) OA ist Jordan-messbar mit Jy(A) = 0.

Beweis: Ubungsaufgabe D
Eigenschaften:
3.36 Satz: Sind A, B C RY Jordan-messbar, so sind auch AU B, AN B und
A\B Jordan-messbar. Zudem gilt:

(a) INn(AUB) =Jn(A) + Jy(B) — JN(ANB).
Beweis: Die Mengen 0A und 0B sind nach Satz Nullmengen, also ist
auch ihre Vereinigung eine Nullmenge. Die Rinder von AU B, AN B und A\B

sind Teilmengen von 0A U 0B und damit selbst Nullmengen. Also sind die drei
betrachteten Mengen Jordan-messbar.

(a) Sei @ C RY ein kompakter Quader mit AU B C Q. Dann lisst sich Q als
disjunkte Vereinigung der Mengen Q\(AU B), A\ B, B\ A und AN B darstellen.
Mittels einer Fallunterscheidung erkennt man, dass

xa(@) + xs(x) = xaus(@) + xanp(z) fir alle z € Q.

Daraus folgt
In(A) + In(B) :/ XA +/ XB
Q Q
= / (xa+xB) = / (XauB + XanB)
Q Q

:/XAUB+/XAmBZJN(AUB)+JN(AﬂB).
Q Q

(b) Wegen B C A zerfillt @ disjunkt in die Mengen Q\ A4, A\B und B. Wie in
(a) schlieBen wir dann zunéchst auf die Beziehung x4 = x5 + x4\ p und dann
weiter auf Jy(A) = Jy(B) + Jn(A\B).

(c) Dies folgt unmittelbar aus (b). O

Nun sind wir in der Lage, die bisher entwickelte Integrationstheorie auf Funk-
tionen zu erweitern, die auf Jordan-messbaren Mengen A definiert sind. Dazu
setzen wir eine solche Funktion f : A — R auf einen Quader Q mit A C @ fort

durch i) N
x) fallsx e A,
falx) = { 0 sonst.

Wir bezeichnen f,4 als die triviale Fortsetzung der Funktion f von A auf Q.
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3.37 Definition: Gegeben sei eine nichtleere, Jordan-messbare Menge A C
RY, eine beschrinkte Funktion f : A — R und ein kompakter Quader ) mit
A C Q. Die Funktion f heilt (Riemann-)integrierbar auf A, falls die triviale
Fortsetzung fa von f nach @ integrierbar ist. In diesem Fall heif3t

/A f= /A f()de = /Q falz)da

(Riemann-)Integral von f auf A. Zudem definieren wir f@ f=0.

Aus dieser Definition ergeben sich nun zahlreiche Verallgemeinerungen friiher-
er Resultate. Wir halten zunichst fest, dass man den Inhalt einer Jordan-
messbaren Mengen nun auch in der Form

In(A) = /A 1dz

schreiben kann.

3.38 Bemerkung: Die Aussagen der Sitze (Monotonie), [3.20] (Linea-
ritét), (Mittelwertsatz)E und (Funktionenfolgen) lassen sich wortlich
auf den erweiterten Integralbegriff iibertragen, indem man die dort auftretenden
Quader durch beliebige Jordan-messbaren Mengen ersetzt.

Das Lebesgue’sche Kriterium fiir Integrierbarkeit fiir den erweiterten Integral-
begriff lautet wie folgt:

3.39 Satz: Eine auf einer Jordan-messbaren Menge A C R beschrinkte Funk-
tion f : A — R ist genau dann integrierbar, wenn sie in A fast iiberall stetig
ist.

Beweis: Q C R” sei ein Quader mit A C Q. Dann ist f : Q — R beschrinkt
und 0A ist eine Nullmenge. Ist D bzw. D4 die Menge der Unstetigkeitsstellen
von f in A bzw. fa in @, so gilt D C D4 C D U JA. Daraus ergibt sich die
Aussage. O

Additivitat des Integrals:

3.40 Satz: Ist eine reellwertige Funktion f auf den beiden Jordan-messbaren
Mengen A, B C RY integrierbar, so existieren folgende Integrale und es gilt:

flx)dx = / f(x)dx +/ flx)dx — / f(z)de.
AUB A B ANB
Im Fall B C A ist f auch auf A\B integrierbar mit

A\Bf(x)dx:/Af(x)d:z:—/Bf(:z:)dz.

15Beachte: Der Teil des Mittelwertsatzes, in dem die Stetigkeit von f vorausgesetzt wird,
bleibt nur dann giiltig, wenn A als zusammenhéngend vorausgesetzt wird.
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Beweis: Ubungsaufgabe O

3.41 Satz: Gegeben sei eine Jordan-messbare Menge D C R™ und eine inte-
grierbare Funktion f : D — R. Ferner sei C' C D eine Menge mit Jy(C) = 0 und
g : D — R sei eine beschrinkte Funktion, die auf D\C mit f iibereinstimmt.
Dann ist g integrierbar mit

/Df(:c)dx:/Dg(x)d:E.

Beweis: Die Einschrankungen von f und g auf C' sind integrierbar mit

/Cf=/39=0,

da C eine Nullmenge ist (verwende den Mittelwertsatz). Mit dem vorherigen

Sat Z fOlgl

3.6 Inhaltsbestimmung

Wir wollen nun mit Hilfe des Integrals die Inhalte fiir eine grofle Klasse von
Teilmengen des RY bestimmen. Wir beginnen mit den sogenannten Zylinder-
mengen:

3.42 Satz: Gegeben sei eine Jordan-messbare Menge A C RY und zwei inte-
grierbare Funktionen f,g : A — R derart, dass f(z) > g(x) fiir alle x € A. Dann
ist

M= {(z,y) eRY xR:z € A, g(z) <y < f(z)}

Jordan-messbar mit

Inr(M) = / (f(x) — gla))da.

A

Sind zudem f und g stetig und ist auch A eine Zylindermenge
A={(u,v) eRV" ' xR:ue B, pu) <v<y(u)},

wobei B C RV~ kompakt und Jordan-messbar ist und ¢, : B — R stetig
sind mit ¢(u) < 1 (u) fiir alle uw € B, so gilt:

Inr(M) = /B [/ " ) - g(u,0))dv] du.

o(u)
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Beweis: (i) Als integrierbare Funktionen sind f und g beschriinkt, also existie-
ren

p:=inf g(A), T :=sup f(A).
Wir beweisen zunéchst die Jordan-Messbarkeit von M, indem wir nachweisen,

dass OM eine Nullmenge ist. Dazu stellen wir fest, dass M in der Vereinigung
folgender Mengen enthalten ist:

Cy:={(z, f(x)) : x € A}, Graph von f, ,Deckel* der Zylindermenge M
Cy:={(z,g9(z)) : x € A}, Graph von g, ,Boden* der Zylindermenge M
Cs:=0A X [u,f], ,Mantel* der Zylindermenge A X [u, T

Cy:={(z,y) : x € Aund [f oder g unstetig bei z] und y € [g(z), f(z)]

Es reicht zu zeigen, dass jede dieser vier Mengen eine Nullmenge ist.

Zu O und Co: Wihlen wir einen beliebigen A umfassenden Quader QQ C R¥, so
lisst sich bei geeigneter Wahl von Z € Z(Q) die Differenz Sy, o(2) —8;,.02)
beliebig klein machen. Diese Differenz ist aber gerade die Inhaltssumme einer
endlichen Quaderiiberdeckung im R™V*! des Graphen der trivialen Fortsetzung
fa. Damit ist der Graph von f4 eine Nullmenge und als Teilmenge davon ist
auch der Graph von f eine Nullmenge (analoge Argumentation fiir g).

Zu C5 und Cy: In beiden Féillen geniigt die Aussage, dass das kartesische Pro-
dukt einer Nullmenge D C RY mit einem Intervall [a,b] eine Nullmenge ist
(einfach!)

Insgesamt haben wir gezeigt, dass M Jordan-messbar ist.

(ii) Wihlen wir einen Quader @ C RY mit A C Q, so ist Q x [u, 7] ein die Menge

M umfassender (N + 1)-dimensionaler Quader. Mit dem Satz von Fubini gilt
dann

DeaaOn) = [ etz = [ [ ortei)as

- /Q [ / f(()) 1dy]dz = /Q [fata) = ga@lde = [ (@) - @)}

(iii) Unter den zusétzlichen Voraussetzungen bzgl. f, g und A gilt, indem wir
v:=minp(B), 7:=maxy(B)

und = = (u,v) € R¥~! x R setzen, die Beziehung

[ 1) = gtuold ) = [ (fatu) - gatuo)ld(u)
A Bx|[v,7]

= [ [[ [fatwo) - gatwv)do]du= [ | w(“)mu,v)—g(u,vndv}du.
/B /[V,v] /B /

p(u)
O
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3.43 Beispiel: Um den Inhalt der Halbkugel
M= {(uv,y) ER? e’ +0” <1, 0<y < V1-u? - 0%}

mit Hilfe von Satz zu berechnen, wéhlen wir B := [-1,1], ¢(u) :=
—V1—u2 ¥(u) :=+v1—u? und f(u,v) := 1 —u? — v2. Wir erhalten damit

1 V1—u?
Jg(M)Z/ { l—uz—vgdv}du
-1 —V1—u?

! ™ T udy |1 T
=/_1[<1—“2)§}d“: (- S)L=5

Zur Berechnung des inneren Integrals (mittels Substitution):

T 0
/ Vr2—z2de = / Vr2 —r2cos?u(—rsinu)du
- s

T 2
. rem
=r? sin? udu = —.
O 2
Dabei verwenden wir, dass

T K
. . s
/smzudu:fsmucosuhf/ (= cosu) cosudu
0 0
T ™
:/ (1—sin2u)du=ﬂ'—/ sin? u du.
0 0

Im néchsten Satz, der das sogenannte Prinzip von Cavalieri beschreibt, prézi-
sieren wir die schon im Satz von Fubini verwendete Idee, den Inhalt eines
Raumkorpers ,,scheibchenweise® zu bestimmen.

3.44 Satz: Gegeben sei ein Intervall [a,b] und eine Jordan-messbare Menge
M C RN mit der Eigenschaft, dass fiir alle Punkte (x1,...,xn41) € M die
letzte Koordinate der Beziehung a < zy41 < b geniigt. Ist dann fiir jedes
¢ € [a,b] die Schnittmenge

M(&) = {(z1,...,2n) €ERY : (21,...,2n,8) € M}
Jordan-messbar, so ist die fiir alle £ € [a,b] erklirte Funktion & v+ Jy(M(€))

integrierbar mit
b

Tnea (M) = / T (W (€)dé.

a

Beweis: Sei Q C RV ein Quader mit M C Q x [a,b]. Fiir jedes ¢ € [a,b] gilt
dann

XM(g)('rl’ cooxn) =xm(x, . xn,€)  fir alle (zq,...,28) € Q,
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und daraus folgt
In(M(€)) = /QXM(é)(:cl, coxeny)d(z, .., zN)
= /QXM(le, oo rnOd(x, . TN
Mit dem Satz von Fubini ergibt sich

Ing1(M) =/ xv (1, ene)d(T, . o)
Qx[a,b]

:/W)] [/QXM($1,...,xN,f)d(xh...,mN)]df: . TN (M (€))de.

0

3.7 Der Transformationssatz

Dieser Abschnitt ist der Verallgemeinerung der Substitutionsregel auf Funktio-
nen mit mehrdimensionalem Definitionsbereich gewidmet. Zur Erinnerung: Ist
g : [, B] — R eine injektive C1-Funktion, so gilt fiir jede integrierbare Funktion

f : g([a7ﬁ]) — RZ
/ flw)de = Flg(w)lg' (u)] du.
9((aB)) (o.]

Die Verallgemeinerung dieser Formel lautet wie folgt (Transformationssatz):

3.45 Satz: Gegeben sei eine offene Menge D C RY und eine injektive C-
Funktion g : D — RY mit det Dg(u) # 0 fiir alle u € D. Ferner sei A eine
kompakte, Jordan-messbare Teilmenge von D. Dann ist g(A) Jordan-messbar
mit Jy(g(A)) = [, |det Dg(u)|du und fiir jede stetige Funktion f : g(A) — R
gilt

|, S = [ row)iaepgian
3.46 Beispiel: Wir betrachten die sog. Zylinderkoordinaten:
g(r,,2) == (rcos,rsinp, 2), g:[0,00[x]0,27[xR — R3.
Die Funktion ¢ ist offensichtlich eine injektive C''-Funktion und es gilt
cosp —rsing 0

det Dg(r,,2z) =det | sinp rcose 0 | =r>0.
0 0 1
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Wir betrachten A := [r1,79] X [p1,02] X [21,22] C]0,00[x]0, 27 [xR. Ist nun
f:g(A) — R eine stetige Funktion, so gilt nach dem Transformationssatz

f(x,y,z)d(x,y,z):/ f(rcosp,rsing, z)rd(r, ¢, z).
g(A) A

Mit dem Satz von Fubini folgt hieraus die Formel

€2 P2 r2
flzyy, 2)d(z,y,2) = / / / f(rcosp,rsingp, z)rdrdedz,
1 Y1 1

g(A) T
bei der man die Integrationsreihenfolge auf der rechten Seite beliebig vertau-
schen darf.

3.47 Beispiel: Wir betrachten die sogenannten Kugelkoordinaten, bei denen
man jeden Punkt im R® durch seinen Abstand zum Koordinatenursprung und
zwei Winkel beschreibt, ndmlich die ,,geographische Lénge® und die ,,geographi-
sche Breite“. Die zugehorige Transformation

h(r, p,9) := (rcos g cos?, rsin p cos I, r sin )
h :}O,oo[x]O,Qw[x]—z7 T [ S R?
ist, wie man leicht bestétigt, injektiv. Mit der Entwicklung der Determinante
nach der letzten Zeile gilt

cospcosty¥ —rsingpcos?d —rcospsind
det Dh(r,p,¥) =det | singpcos?d rcospcosty —rsinpsind
sin ¥ 0 rcos v
2

= r2sin? Y cos 9 + 12 cos® ¥
=r2cosd > 0.
Fiir A := [rq, o] x [01, 2] X [¥1,02] CJ0, 00[x]0,27[x] — T, T gilt dann

f(z,y, 2)d(x,y, 2)
h(A)

Y2 pe2 pro
= / / / f(r cos pcos®d, rsin p cosd, rsin ¥)r? cos ¥ drdedd,
Y91 Jp1 I

wobei man die Reihenfolge der Integration wieder beliebig abéndern darf.

Erkldrung der Formel fir h: Wir kénnen h(r, ¢, 1) schreiben als

cosep —sing 0 rcos v
hir,p,9)=| sinp cosp 0 0
0 0 1 rsind

Fiir festes r > 0 und variables 9 €] — /2, /2] beschreibt der Spaltenvektor auf
der rechten Seite einen Halbkreis in der z-z-Ebene mit Radius r und Mittelpunkt
0. Die 3 x 3-Matrix, mit der dieser Vektor multipliziert wird, beschreibt eine
Rotation in der z-y-Ebene um den Winkel . Lauft dabei ¢ von 0 bis 27, so
erhalten wir eine Kugel mit Radius r.
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3.8 Kurvenintegrale

Wir untersuchen in diesem Abschnitt einen Integralbegriff, der sich in zweifa-
cher Hinsicht vom bisher betrachteten Riemann-Integral unterscheidet. Der In-
tegrand ist nicht mehr reell-, sondern vektorwertig und der Integrationsbereich
ist eine Kurve.

Eine auf einem Intervall definierte C'-Funktion v : I — RY, deren Ableitung
nirgends verschwindet, heifit glatte Kurve. Eine stiickweise glatte Kurve
oder ein Weg ist eine stetige Funktion v : [a,b] — RY so dass es eine Zerlegung
a=uy <uy <...<u,=Dbvon [a,b] mit der Eigenschaft gibt, dass jede der
Einschrinkungen 7|y, u;, # = 1, .., n, eine glatte Kurve ist.

3.48 Beispiel: Die Abbildung
v(u) := (cos® u,sin®u), 7 :[0,27] — R?

beschreibt eine sogenannte Hypozykloide. Obwohl v eine C'-Funktion ist,
handelt es sich dabei nicht um eine glatte, sondern nur um eine stiickweise
glatte Kurve. Wegen der Beziehung +/(u) = (—3cos? usinu, 3sin® ucosu) gilt
nédmlich

) = T
~(u) = (0,0) < UE{O,Q,W,Q,ZW}.

Man beachte, dass das Bild einer C'-Funktion durchaus ,, Ecken® besitzen kann,
aber nur in Punkten v(c¢) mit 7/(¢) = 0.

3.49 Definition: Gegeben sei eine stiickweise glatte Kurve v : [a,b] — RY und
eine stetige Funktion f : v([a,b]) — R . Die reelle Zahl

b
Jdz) = ~dx = Y (w))d
L (f(2), dz) / f(@) - da / (v (), (1))

heifit dann Kurvenintegral von f ldngs .

3.50 Beispiel: Wir wollen die Funktion

flz,y) = (zy,y —z), f:R* >R

langs zweier verschiedener Wege mit dem Anfangspunkt (0,0) und dem End-
punkt (1, 1) integrieren. Die beiden Wege sind

~y(u) == (u,uQ), ~v:10,1] — R?,
S(u) == (u?,u), ¢:[0,1] — R

Wir erhalten +/(u) = (1,2u) und ¢'(u) = (2u, 1). Folglich gilt
1 1
3 2 3 2 1
/a:ydx—i—(y—x)dy:/ (u” + (u —u)2u)du:/ (Bu® — 2u)du = —,
Y 0 0 12
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17

1 2
/zyder(yfx)dy:/ (u3~2u+(u7u2)du:/ (2ut — u® + u)du = —.
5 0 0 30

Wir stellen fest, dass die verschiedenen Wege unterschiedliche Resultate liefern,
dass der Wert des Kurvenintegrals also nicht nur vom Anfangs- und Endpunkt
der Kurve abhéngt.

Umparametrisierung von Kurvenintegralen:

3.51 Satz: Gegeben sei ein Weg v : [a,b] — RY™ und eine stetige Funktion
f :v([a,b]) — RN, ferner eine bijektive C'-Funktion ¢ : [a, 8] — [a,b]. Dann
ist auch 0 :=yo ¢ : [a, 5] — RN ein Weg und

{ [ {(f(@),dz)  falls p(a) = a, ¢(B) =0,

[tz - L),z falls ofa) = b, (8) = a.

0

Beweis: Unter Beachtung von §'(v) = 7' (¢ (v))¢’(v) und der Substitutionsregel
gilt

Daraus folgt nun leicht die Aussage. O
Wir wollen nun die Frage beantworten, unter welchen Bedingungen das Kurven-
integral fv (f(z),dz) nur vom Anfangs- und Endpunkt des Weges ~ abhiingt.

Wir gehen hierbei davon aus, dass f auf einem Gebiet (also einer offenen und
zusammenhéngenden Menge) definiert ist.

3.52 Definition: Gegeben sei ein Gebiet G C RY. Eine stetige Funktion f :
G — RV heiBt dann in G wegunabhiingig integrierbar, wenn fiir je zwei
beliebige Punkte p,q € G alle Kurvenintegrale f7< f(x),dzx) ldngs beliebiger

Wege 7y : [a,b] — G mit vy(a) = p und (b) = ¢ den gleichen Wert besitzen. Ist
dies der Fall, so bezeichnen wir diesen Wert mit

q
[ (). da
P

und nennen das Kurvenintegral von f in G wegunabhingig.

3.53 Satz: Ist G C RY ein Gebiet und f : G — RV stetig, so ist f genau
dann in G wegunabhéngig integrierbar, wenn f eine (in ganz G existierende)
Stammfunktion besitzt. Ist dies der Fall, so gilt:
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(a) Fiir beliebiges xo € G ist die Funktion
Fo)= [ (79,49, FiGoR (28)

eine Stammfunktion von f.

(b) Fiir jeden Weg v : [a,b] — G gilt

[ (.39 = Fa(8) - PO,

Hierbei ist F' eine beliebige Stammfunktion von f.

Den obigen Satz kann man als eine Art Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung fiir Funktionen mit mehrdimensionalem Definitionsbereich betrachten.

Beweis: (=): Das Kurvenintegral von f sei in G wegunabhiingig. Dann ist die
Funktion wohldefiniert und der Beweis von gradF'(z) = f(x) reduziert sich
auf den Nachweis von

F(x+ he;) — F(z)

li = f; fiir all i =1,...,N.
Lim . fi(z) firallex e, i e
Dazu fixieren wir zunéchst einen Punkt € G, ein i € {1,..., N} und ein r > 0

mit B(x,r) C G. Fiir beliebiges h € R mit |h| < r betrachten wir dann

F(x + he;) — F(x)

h T h

x+he; x
/ (F(6), de) / <f(£),d§>]- (20)

0 o

Als Integrationsweg des zweiten Integrals wihlen wir nun einen beliebigen Weg
v :[-1,0] = G von zy nach x. Diesen ergénzen wir durch einen geradlinigen
Weg von = nach x + he;, so dass der Integrationsweg des ersten Integrals die
folgende Form besitzt:

fir u € [—1,0]

._ (u) :
Ou) = { x—?—uhei firu e [0,1] 0:[FL1 =G

Weil §'(u) = he; fiir alle u €]0, 1], hat der Ausdruck die Form

1 0
2| sy [ o)

-1 -1

L / = 1 i(z + uhe;)du
— 4 [ )8 @hdu = [ i+ uhes)a

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es dann ein £ € [0, 1], so

dass das letzte Integral gleich f;(x + £he;) ist. Insgesamt ergibt sich

F(x + he;) — F(z)
h

= fi(x + Ehey),
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woraus sich die zu beweisende Aussage unter Verwendung der Stetigkeit von f;
ergibt.

(«): Gegeben sei eine Stammfunktion F' von f und ein Weg ~ : [a,b] — G.
Dann gilt

b b
/ (F(6),de) = / (), () du = / (gradF(y()), 7 (w))du

b
— [ e PO = FO) - FG),

Damit ist der Satz vollstandig bewiesen. O

Wir wollen uns nun der Frage zuwenden, wann eine gegebene Funktion eine
Stammfunktion besitzt. Wie wir bereits aus Abschnitt wissen, ist die Inte-
grabilitdtsbedingung notwendig, aber nicht hinreichend fiir die Existenz einer
Stammfunktion.

Wir nennen ein Gebiet G C RY ein Sterngebiet, falls es einen Punkt z € G
(das sogenannte Zentrum des Sterngebiets), so dass mit jedem Punkt z € G
die gesamte Strecke Str[z, z] in G liegt. Offensichtlich sind alle konvexen Gebiete
Sterngebiete, aber nicht nur diese.

3.54 Satz: Gegeben sei ein Gebiet G C RY und eine C'-Funktion f : G — RY.
Dann ist die die Integrabilitdtsbedingung

ofi ,  _ 0f;

(x) firallex € Gundi,j=1,...,N

notwendig fiir die Existenz einer Stammfunktion von f auf G. Ist G ein Stern-
gebiet, so ist sie auch hinreichend.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass f eine Stammfunktion besitzt, falls die In-
tegrabilitatsbedingung erfiillt ist und G ein Sterngebiet ist. Der Beweis dieser
Aussage beruht auf der Idee, eine Stammfunktion F' : G — R von f dadurch
zu konstruieren, dass man jedem Punkt x € G den Wert des Kurvenintegrals
von f liangs der Strecke Str[z, z] zuweist. Diese Idee realisieren wir mittels der
Funktion

1
F(z) ::/ kE(x,u)du, F:G — R, wobei
0
N
k(z,u) := Zfz(z +u(r —2))(x; —2z), k:Gx][0,1] - R.
i=1

Da die Funktion k und ihre partiellen Ableitungen 5’,—’“(1:, u),i=1,...,N, auf

G x [0, 1] stetig sind, ist die Leibniz’sche Regel (Satz ) anwendbar. Folglich
existieren alle partiellen Ableitungen von F' und
OF b ok

= —_ :1...N.
@ = [ Gr@wdn v=1... (30)
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Um diese Beziehung weiter auszuwerten, schreiben wir den Integranden in der
Form

N
%(I,u) = Z gi (z 4+ ulz — 2))u(z; — z;) + fu(z + ulz — 2))

und schlieen weiter, dass wegen

ofy,
&ri

d N
3 ozt ulz —2))] = fi(z +ul@ —2) +u)_

=1

(z +u(z — 2))(x; — 2;)

und der Integrabilitdtsbedingung die Identitét

ok
0z,

(x,u) = % [ufu(z+u(x —2))] fir alle (z,u) € G x [0,1]

gilt. Zusammen mit erhalten wir fir v =1,..., N:

1 1
g (e) = [ an he ule = 2] du = ufy s+ ule - 2)] = Fofo)

Damit ist der Satz bewiesen. O

3.55 Beispiel: Da die Funktion
f(@y,@2) = (226" (1 + 21),w1™), f:R* > R?

auf dem gesamten R? die Integrabilitidtsbedingung erfiillt, und da der R? offen-
sichtlich ein Sterngebiet ist, hat f eine auf ganz R? definierte Stammfunktion,
die durch

F) = [ (). de)

0

berechnet werden kann. Um die Abhéngigkeit des Rechenaufwands vom gew#hl-
ten Integrationsweg deutlich zu machen, wéhlen wir drei naheliegende Wege von
(0,0) nach (z1,z2):

Der geradlinige ,,Diagonalweg® mit der Parametrisierung
y(u) == ux = (uzy,uzs), ~:[0,1] — R?

fithrt auf das recht komplizierte Integral

1 1
/<f(37),d.’l,'> = /0 <f(u$,x)du = /0 (2’Ll,$1:172 + u2x%$2)ewﬁdu,
~

Wir betrachten als niichstes den Integrationsweg, der vom Punkt (0, 0) vertikal
nach (0, x2) verlduft und dann von dort horizontal zum Punkt (z1,z2). Dieser
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stiickweise glatte, mit ¢ bezeichnete, Weg setzt sich aus den beiden glatten
Wegen

o1(u) := (0,uzz) und  @o(u) = (ury,x2), @i :[0,1] — R?

zusammen und fithrt zu

L (f(2), dz) = / (e, + / (o)) = / (s 4 uads)e du,

SchlieBlich betrachten wir den Integrationsweg, der horizontal von (0,0) nach
(21,0) verlduft und dann vertikal weiter nach (x1,23). Fiir diesen mit ¢ be-
zeichneten Wege erhalten wir mit Hilfe der beiden Teilwege

$1(u) i= (ux1,0) und  Po(u) = (z1,uw2), i:[0,1] = R?

die gesuchte Stammfunktion in der Form

/¢<f(x)7dx> = /1<f(:v),d:r> +/2<f(x),dx> = /01 r129e" du = z120e™ .

Bemerkenswerterweise ist bei dem zuletzt gewéhlten Integrationsweg die Aus-
wertung des Integrals vollig trivial. Der Rechenaufwand bei der Berechnung
einer Stammfunktion hangt also wesentlich vom gewahlten Integrationsweg ab.
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