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Dies ist das Skript zu meiner Vorlesung Symbolische Dynamik und Kodierung,
die ich im Wintersemester 2015/16 an der Universitéit Passau gehalten habe. Der
Inhalt umfasst den grofiten Teil der Kapitel 1 bis 5 des Buchs An Introduction
to Symbolic Dynamics and Coding von Lind und Marcus [I]. Alle Definitionen
und Resultate sind aus diesem Buch entnommen. Die einzige Abweichung stellt
der Satz von Perron-Frobenius (Satz dar, der hier in voller Allgemeinheit
bewiesen wird und in [I] nur fiir die Dimension 2. Ich bedanke mich bei mei-
nen Zuhorern fiir ihre Geduld und ihr Feedback. Fiir Hinweise auf Fehler oder
Ungenauigkeiten bin ich weiterhin dankbar.

1 Motivation und Einfiihrung

Die folgende kurze Einfithrung in die Theorie der symbolischen dynamischen
Systeme setzt Kenntnisse gewisser Begriffe der Analysis voraus. In der weiteren
Vorlesung werden diese jedoch nicht mehr ben6tigt und es reichen fiir weite Teile
Kenntnisse der zentralen Begriffe der Linearen Algebra.

1.1 Historische Motivation

Die Theorie der symbolischen dynamischen Systeme ist urspriinglich motiviert
durch das Studium von Systemen, die von gewthnlichen Differenzialgleichungen

i(t) = f(z(), f:M—R",

erzeugt werden. Dabei kann M eine offene Teilmenge von R™ oder eine Un-
termannigfaltigkeit kleinerer Dimension sein (z.B. eine Kugeloberfliiche im R?).
Unter Standardannahmen hat obige Gleichung zu jedem Anfangswertproblem
xz(0) = xzo eine eindeutige lokale Losung, d.h. eine differenzierbare Kurve
t — o(t, zp), definiert auf einem offenen Intervall I(xg) mit 0 € I(xg), so dass

»(0,20) =29 und %g@(t,xo) = f(p(t, zo)) fur alle ¢t € I(zp).

Ist I(z9) = R fiir alle 29 € M, so nennt man die Abbildung
e:RxM—M, (tz)— @t x),
den Fluss der Differenzialgleichungﬂ Dieser hat die Eigenschaften
0(0,z2) =2z und @(t+s,x) =@t p(s,)). (1)

In the Theorie der dynamischen Systeme interessiert man sich fiir das Verhalten
der Losungen (auch Trajektorien genannt) ¢ — (¢, x), wenn ¢ gegen +oo geht.
Im Allgemeinen kann es sehr schwierig sein, dariiber sinnvolle und interessante
Aussagen zu treffen.

!Einfaches Beispiel: (t) = ax(t) mit a € R und M = R. Dann ist ¢(t,x0) = xoe®t.



Die symbolische Dynamik liefert eine Methode, den Fluss einer Differenzialglei-
chung zu verstehen, indem man eine Diskretisierung sowohl in der Zeit als auch
im Raum vornimmt. Eine Diskretisierung in der Zeit erhélt man ganz einfach,
indem man die Abbildung ¢ : R x M — M in der ersten Komponente auf eine
Menge der Form 7-Z = {7 -k : k € Z} einschréinkt, wobei 7 eine positive
reelle Zahl ist. Definiert man ¢ := ¢(7,:) : M — M, so erhdlt man aus der
Flusseigenschaft 7 dass
o7k, ) = 6" (@),

wobei die Abbildung ¢* : M — M definiert ist durch
po---ogpop(x) (kmal) falls £ > 0,

falls k = 0,

¢*(z) = x
d)_l 0---0 ¢_1 o gb_l(a:) (—k mal) falls k < 0.

Man erhélt so ein diskretes dynamisches System, das durch die Iteration der
Abbildung ¢ erzeugt wird.

Fiir die Diskretisierung im Raum betrachtet man eine (in der Regel geschickt
gewiihlte) endliche Menge von offenen disjunkten Teilmengen Py, ..., P, deren
Abschliisse P1,...,P, eine Uberdeckung von M bilden, d.h. M = Ui_, P;.
Jedem x € M konnen wir dann mindestens eine beidseitig unendliche Folge

a(z) =...a—sa_1apa1asz ... = (ax)gez mit ap € {1,...,7}

zuordnen, so dass ¢*(z) € P,, fiir alle k € Z. Wenden wir die Abbildung ¢ auf
x an, d.h. gehen wir einen Zeitschritt weiter, so erhalten wir die Folge

a((z)) = (ak+1)rez.

Dies bedeutet, dass eine Anwendung der Abbildung ¢ einer Verschiebung der
Folgenglieder a; um eine Stelle nach links entspricht. Wir definieren

E¢ = {(ak)kez : dxg € M mit ¢k((L'o) € ﬁak fa. ke Z}

Die Zuordnung x + a(x) ist nicht eindeutig, da die Mengen P1, ..., P, sich an
den Réndern iiberschneiden konnen, so dass ein Punkt in M mehreren dieser
Mengen angehoren kann. Setzen wir allerdings voraus, dass die Mengeﬂ

ﬂ m ¢~k (Pay)
n=0k=—n

fir jede Folge (ax)kez in 3y aus genau einem Punkt besteht, so kénnen wir
umgekehrt eine eindeutige Abbildung

7TZE¢—>M

2Man beachte, dass Nr__,, #~*(Pa,) C Nre_, ¢ *(Pa,)-



definieren, die jede Folge (ax)rez in X4 auf den entsprechenden Punkt abbildet.
Dies liefert ein kommutatives Diagramm

Z(ﬁL}Z(ﬁ

nl lﬂ

MTM

Dabei ist o die ,,Schiebeabbildung® (im Folgenden Shift-Abbildung genannt), die
eine Folge (ag)krez auf (ag+1)kez abbildet. Man kann das diskrete dynamische
System (X4, 0) als Digitalisierung von (M, ¢) auffassen. Man nennt (£4,0) ein
symbolisches dynamisches System. Die Idee ist, die Dynamik von ¢ (und damit
die Dynamik der Differenzialgleichung) zu verstehen durch Analyse des einfa-
cheren Systems (X4, 0). Diese Idee taucht zum ersten Mal in einer Arbeit von
Jacques Hadamard aus dem Jahr 1898 auf.

1.2 Anwendung in der Speicherung von Daten

Eine andere Motivation fiir die Untersuchung symbolischer dynamischer Syste-
me findet man in der Speicherung und Ubertragung von Daten. Aus technischen
Griinden werden binédre Daten auf magnetischen (und optischen) Speicherme-
dien nicht direkt abgespeichert. Ein Grund dafiir ist, dass beim Lesen der Da-
ten zwei Einsen, die jeweils einen elektrischen Impuls im Lesekopf induzieren,
nicht zu nahe beieinander liegen sollten, weil es sonst zu Uberlagerungseffekten
kommt. Deshalb werden zusétzliche Nullen eingefiigt, die dies verhindern. Aus
anderen technischen Griinden sollten aber auch nicht zu viele Nullen hinter-
einander vorkommen. Dies fiithrt zu Codes, die bestimmten Regeln gehorchen
miissen, welche die Menge der erlaubten Bitfolgen einschrinken. Es stellt sich die
Frage, wie man auf effiziente Weise beliebige Bitfolgen in Bitfolgen mit solchen
Einschrankungen transformieren kann.

Oft ist es moglich, dies mathematisch durch einen Shift von endlichem Typ zu
beschreiben. Sei dazu A = {0, 1, ..., N—1} eine endliche Menge, die wir Alphabet
nennen. Die Elemente von A werden Symbole (oder Buchstaben) genannt. Wir
betrachten die Menge

A? = {(zp)kez : x1 € A fiir alle k € Z}

aller Folgen mit Werten in A. Auf A% koénnen wir, wie im vorherigen Abschnitt,
die Shift-Abbildung

o AP — A% (zp)kez = (Thi1)kez,

betrachten. Wollen wir gewisse Folgen von Symbolen ausschlieBen, so kénnen
wir dies z.B. tun, indem wir fiir jedes Paar (i,j) € A x A festlegen, ob in einer
Folge (x1)rez das Symbol j auf das Symbol i folgen darf. Diese Einschrinkungen



lassen sich elegant in einer N x N Matrix A = (aij)Ogi,jngl zusammenfassen,
die nur Nullen und Einsen als Eintriage hat. Die Menge der erlaubten Folgen ist
dann gegeben durch

Sai={(xr)kez € AL apyay,, = 1 firalle k € Z} .

Diese Menge ist invariant unter der Shift-Abbildung o, d.h. aus (xg)kez € X a
folgt (zk+1)kez € Xa. Wir erhalten also ein diskretes dynamisches System durch
Iteration der Abbildung

Usz : EA — EA.

Daran sieht man zwar noch nicht, wie genau sich die oben beschriebenen Ein-
schrankungen in den Bitfolgen beschreiben lassen, aber dies wird im Lauf der
Vorlesung klar werden. Zunéchst miissen wir einiges an Terminologie und ele-
mentaren Konstruktionen einfiithren.

2 Shiftraume

2.1 Volle Shifts

Information wird meist durch Folgen von diskreten Symbolen dargestellt, die ei-
nem endlichen Alphabet entnommen sind (z.B. geschriebener Text oder binére
Daten). Um dies mathematisch allgemein zu beschreiben, sei A eine endliche
Menge, die wir Alphabet nennen. Die Elemente von A heiflen Symbole. Typi-
scherweise werden wir die Symbole mit a, b, c, ... oder 0,1, 2, ... bezeichnen. Wir
werden unendliche Folgen mit Werten in A betrachten, gleichwohl im wahren
Leben natiirlich keine unendlichen Folgen auftauchen. Dies ist eine Idealisierung
und fiithrt zu einer eleganteren mathematischen Beschreibung (wie auch die re-
ellen Zahlen und andere Konzepte der Analysis). Wir bezeichnen eine solche
Folge mit
x = (;)icz oder x=...x_oT_1ToT1x3...,

wobei jedes x; ein Symbol in A ist. Um die Position der Stelle x¢ zu kennzeich-

nen, ist es gebrduchlich einen ,,Dezimalpunkt“ zu verwenden, der die x; mit
1 < 0 von denen mit ¢ > 0 trennt, z.B.

r =...010.1101...

2.1 Definition: Ist A ein endliches Alphabet, so ist der volle A-Shift die Menge
aller bi-unendlichen Folgen mit Werten in A. Als r-Shift bezeichnen wir den vol-
len A-Shift iiber dem Alphabet A = {0,1,...,7r—1}, wobeir € N={1,2,3,...}.
Bezeichnungﬂ

AL = {(2;)iez : v € Afiir allei € Z} .

Die Elemente von A% bezeichnen wir auch als Punkte.

3Fiir beliebige Mengen X und Y ist Y die Standardnotation fiir die Menge aller Abbil-
dungen von X nach Y.



Ein Block (oder Wort) tber A ist eine endliche Sequenz von Symbolen aus A.
Ist zB. A = {a,b}, so ist aababb ein Block iiber A. Fiir eine mathematisch
elegantere Beschreibung fithren wir den leeren Block ein, der aus Null Symbolen
besteht und bezeichnen diesen mit €. Die Linge eines Blocks u ist die Anzahl
seiner Symbole und wird mit |u| bezeichnet, z.B. |aababb] = 6 oder || = 0.
Als k-Block bezeichnen wir einen Block der Linge k. Wir schreiben A fiir die
Menge aller k-Blocke. Ein Teilblock von v = ajas . .. ay ist ein Block der Form
@it .. .a; mit 1 <7 < j < k. Wir betrachten zudem € als Teilblock von jedem
Block.

Ist x € A” und i < j, so schreiben wir
x[m] = TiTi41 .- Ty
Ist 7 > j, so definieren wir z[; ;) := €. Aulerdem schreiben wir
T 4) = TiTig1 - Tj—1-

Analog fithren wir =[; o) = ;i1 1 %2 ... und T(_g ) = ... 42T 17; ein (was
allerdings keine Blécke sind).

Zwei Blocke v und v kénnen verkettet werden, indem v an u ,,angehdngt“ wird.
Der so entstehende Block wv hat die Lange |uv| = |u| + |v]. Ist u ein Block,
so schreiben wir u™ fiir die Verkettung von n Kopien von u, und wir definieren
u® := ¢. Dann gilt

m-+n

u"u"t = fiir alle m,n > 0.

Wir schreiben u™ fiir die Folge . .. uuu.uu . . ..

2.2 Definition: Die Shift-Abbildung o : A* — A? bildet x auf y = o(x) ab,
wobei y; = x;41 fiir alle i € Z.

Es ist leicht zu sehen, dass o bijektiv ist. Die Umkehrabbildung o~! verschiebt
jedes Folgenglied um eine Stelle nach rechts.

2.3 Definition: Ein Punkt x € AZ heift periodisch unter o, falls 0" (z) = z fiir
ein n € N und wir sagen, dass = die Periode n hat bzw. dass x ein n-periodischer
Punkt ist. Die kleinste Zahl n mit dieser Eigenschaft hei3t Primperiode. Gilt
o(x) = z, so heifft  Fixpunkt.

2.2 Shiftraume

Die Symbolfolgen, die wir studieren werden, unterliegen oft gewissen Ein-
schrinkungen. In diesem Abschnitt fithren wir den fundamentalen Begriff des
Shiftraums ein. Damit wird eine Teilmenge eines vollen A-Shifts bezeichnet,
bestehend aus allen Folgen, die gewissen fest gewéhlten Einschrinkungen un-
terliegen.



Ist 2 € A% und w ein Block iiber A, so sagen wir, dass w in  vorkommdt, falls
w = x; 5 fiir gewisse 4, j. Sei F eine Menge von Blocken iiber A, die wir uns als
verbotene Blocke denken. Fiir jedes solche F bezeichnen wir mit X diejenige
Teilmenge von A%, die aus allen Folgen besteht, in denen kein Block aus F
vorkommt.

2.4 Definition: Ein Shiftraum (oder Shift) ist eine Teilmenge X eines vollen
A-Shifts von der Form X = X x fiir eine Menge F verbotener Blécke iiber A.

Die Menge F kann endlich oder unendlich sein. In jedem Falle ist sie hochstens
abzéhlbar unendlich, da ihre Elemente aufgelistet werden kénnen. Dazu schreibt
man zuerst alle Elemente der Liange 1, dann alle der Lange 2 usw. auf. Da das
Alphabet endlich ist, gibt es davon jeweils nur endlich viele. Zu einem gegebenen
Shiftraum kann es viele verschiedene Mengen F geben, die ihn beschreiben.
Insbesondere ist die leere Menge @ ein Shiftraum, wenn wir F = A wihlen.
Ist ein Shiftraum X in einem Shiftraum Y enthalten, so bezeichnen wir X als
Teilshift von Y.

2.5 Beispiel:

(1) Der volle Shift X = A% kann beschrieben werden als X = X7 mit F = 0.

(2) Sei X die Menge aller Folgen in {0,1}%, in denen keine zwei Einsen auf-
einander folgen. Dann ist X = X7 fiir F = {11}.

(3) Sei X die Menge aller Folgen in {0,1}%, so dass die Anzahl der Nullen
zwischen je zwei Einsen gerade ist. Dann ist X = X fiir

F={10""""1:n>0}.

(4) Sei A = {e, f,g} und X die Teilmenge aller Folgen in A%, in denen auf e
nur e oder f folgt, auf f nur g und auf g nur e oder f. Dies ist ein Beispiel
fiir einen Shift von endlichem Typ. Wir kénnen ihn durch die Menge

F ={eg, fe,ff, 99}

beschreiben.

Jeder Shift ist invariant unter der Shift-Abbildung und unter ihrer Inversen,
d.h. 0(Xr) € X7 und 071 (X5) C X#. Daraus folgt

O'(X]:) :X]:.

Die Einschrankung der Shift-Abbildung auf X = X bezeichnen wir mit ox.
Nicht jede Teilmenge von A% ist invariant unter o und nicht jede invariante
Teilmenge ist ein Shift.

2.6 Beispiel: Sei X C {0,1}? die Menge aller Punkte, die genau eine Eins
enthalten und sonst nur Nullen. Offensichtlich ist X shift-invariant. Wire X ein
Shiftraum, so diirften keine Blocke verboten sein, die nur aus Nullen bestehen.
Dann wére aber auch 0°° = ...000.000... ein Element von X.



2.3 Sprachen

Manchmal ist es einfacher einen Shiftraum durch Angabe der Blocke zu be-
schreiben, die erlaubt sind. Dies fithrt zum Begriff der Sprache eines Shifts.

2.7 Definition: Sei X eine Teilmenge eines vollen Shifts, und sei B, (X) fiir
jedes n € Ng = {0,1,2,...} die Menge aller n-Blécke, die in Punkten von X
vorkommen. Die Sprache von X ist die Menge

2.8 Beispiel: Der volle 2-Shift hat die Sprache

{e,0,1,00,01, 10, 11,000,001, 010,011, 100, ...} .

Nicht jede Menge von Blocken ist die Sprache eines Shiftraums. Der folgende
Satz charakterisiert diejenigen, die es sind.

2.9 Satz: Es gelten folgende Aussagen:

(1) Sei X ein Shiftraum und £ = B(X) seine Sprache. Ist w € L, dann gilt:

(a) jeder Teilblock von w gehdrt zu L und
(b) es gibt nichtleere Blocke v und v in £, so dass uvwv € L.

(2) Die Sprachen von Shiftrdumen sind durch (1) charakterisiert. Das heifit,
ist L eine Menge von Blécken, dann ist £ = B(X) fiir einen Shift X genau
dann, wenn L (1) erfiillt.

(3) Die Sprache eines Shiftraums bestimmt den Shiftraum vollsténdig. Ge-
nauer gilt X = XB(X)CH Zwei Shiftrdume sind also genau dann identisch,
wenn sie dieselbe Sprache haben.

Beweis: (1) Das ist offensichtlich.

(2) Sei L eine Menge von Blscken, die (1) erfiillt und X = X .. Wir beweisen,
dass £ = B(X). Gilt w € B(X), so kommt w in einem x € Xz. vor, so dass w ¢
L bzw. w € L. Daher gilt B(X) C L. Sei nun umgekehrt w = 221 ...z, € L.
Durch iterierte Anwendung von (1b) finden wir Symbole z; mit j > m und x;
mit ¢ < 0, so dass nach (1a) jeder Teilblock von z = (z;);cz in L liegt. Dann
gilt z € Xzc. Da w in x vorkommt, folgt w € B(X), also £ C B(X).

(3) Ist z € X, dann ist kein Block, der in = vorkommt, enthalten in B(X)¢, also
gilt X C Xp(x)e. Umgekehrt gilt: Da X ein Shiftraum ist, ist X = Xr fiir eine
Menge F von Bléocken. Ist 2 € Xp(x)e, dann liegt jeder Block in x in B(X) =

4Wir bezeichen mit A¢ das Komplement einer Teilmenge A in einer gegebenen Menge X,
d.h. A€ = X\ A.
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B(X ), kann also nicht in F liegen. Daher gilt z € X7, also Xp(x). € Xr = X.
O

Der obige Satz zeigt, dass es stets eine grofite Menge verbotener Blocke gibt, die
einen Shiftraum beschreibt, ndmlich das Komplement der Sprache des Shifts.
Wir erhalten folgendes Korollar.

2.10 Korollar: FEine Teilmenge X eines vollen Shifts ist genau dann ein Shift-
raum, wenn aus ¢ € A* und xj; ;) € B(X) fiir alle i, j folgt, dass x € X.

Beweis: Sei X ein Shiftraum und x € A% mit x; ;; € B(X) fiir alle 4, j. Dann
gilt w ¢ B(X)® fiir alle Blocke w, die in x vorkommen, also z € Xg(x)e = X
(nach (3)). Umgekehrt sei X C A% eine Teilmenge mit der Eigenschaft, dass
aus z € A% mit x4 € B(X) fiir alle 4, j folgt, dass x € X. Wir zeigen, dass
B(X) die Eigenschaften in (1) erfullt. Ist w € B(X), so kommt w in einem
x € X vor. Also ist w = x; 5 fiir gewisse ¢, j. Dann gilt aber zp; ;1 € B(X)
fiir alle 7', j'. Folglich sind auch alle Teilblécke von w in B(X) enthalten und es
gilt (1a). Um (1b) zu zeigen, sei wieder w = x; ;) fiir ein z € X. Dann kommt
T[i—1,j41 = Ti—1WTj41 in  vor, also gilt x;_1 ;41) € B(X). Damit ist (1b)
gezeigt. O
Der erste Teil von Satz zeigt, dass jeder Block nach beiden Seiten hin fortge-
setzt werden kann. Umgekehrt ist es aber nicht stets so, dass zu je zwei Blocken
u,v ein Block w existiert, so dass uwv € B(X). Shifts mit dieser Eigenschaft
spielen eine wichtige und besondere Rolle.

2.11 Definition: Ein Shiftraum X heifit irreduzibel, falls zu je zwei u,v €
B(X) ein w € B(X) existiert mit uwv € B(X).

Shifts, die nicht irreduzibel sind, kénnen manchmal in irreduzible Teile zerlegt
werden. Darauf werden wir in Unterabschnitt [5.4] genauer eingehen.

2.4 Hohere Blockshifts und hohere Potenzshifts

Eine der grundlegenden Konstruktionen in der Theorie der symbolischen dyna-
mischen Systeme besteht im Ubergang von einem einzelnen Symbol zu einem
Block von Symbolen und der Interpretation solcher Blocke als Symbole eines
neuen Alphabets.

Sei X ein Shiftraum tiber dem Alphabet A und A[)J(V] = By (X) die Menge aller

N-Blocke in X fiir ein fest gewéhltes N. Wir betrachten A[)?” als neues Alphabet
und koénnen den vollen Shift dariiber bilden. Der N-te hohere Blockcode ist
definiert als

By X — (A[)I(V])Z, (BN(l’))[i] = X[+ N-1]-

Folglich ersetzt Sy die i-te Koordinate von x durch den Block der Linge N,
der bei x; beginnt. Dies lésst sich besser veranschaulichen, wenn wir uns die

11



Symbole in A[)](V} als vertikal geschrieben vorstellen:

Zo Z1 T2 zs3 Tq Ts

T—1 Zo 1 €2 €3 T4 4
Ba(x) = ... . e (A2,

Xr_o Tr_q o I T2 I3

Xr_3 T_9 Tr_1 To X1 X2

(2)

2.12 Definition: Sei X ein Shiftraum. Der N-te hohere Blockshift XV ist
das Bild XV := By (X) im vollen Shift iiber AL

Wir beobachten, dass in aufeinanderfolgende Symbole aus .A[)](V] sich {iber-
schneiden. Falls © = ujus ... uy und v = vyvs ... vy N-Blocke sind, so sagen
wir, dass u und v sich progressiv iiberschneiden, falls ugus ... uy = v1ve ... VN_1.

2.13 Satz: Der N-te hohere Blockshift XN ist ein Shiftraum.

Beweis: Sei X = X fiir eine Menge F von Blocken iiber .A. Wir erzeugen eine
neue Menge F von Blocken, indem wir jeden Block u € F mit |u| < N durch
alle N-Blécke iiber A ersetzen, die v enthalten. Dann gilt offensichtlich X = X

und jeder Block in F hat mindestens die Lénge N.
Fiir jedes w = ajas...a.m, € F sei

wN = (a1az...an)(az2as...an+1) - (Qm—N4+1Gm-N+2 - - Q)

der entsprechende (m—N+1)-Block iiber AY . Sei F; die Menge aller Blocke iiber
AN der Form w!™! fiir ein w € F. Dies stellt eine Menge von Einschriinkungen in
X[V dar, néimlich derjenigen, die von den Einschrinkungen des urspriinglichen
Shifts herkommen. Es folgt X Nl c Xx -

Punkte in XN erfiillen auBerdem die Uberschneidungsbedingung, die wir in
sehen. Folglich definieren wir

Fo = {uv cue AN, v e AN, w und v iiberschneiden sich nicht progressiv} .
Dann folgt XVl C X 7, so dass nach Ubungsaufgabe (3d) auf Blatt 1 gilt
X CXrNXr =Xr0r-

Nun nehmen wir umgekehrt an, dass y € X, r,, und definieren x als diejenige
Folge in AZ%, die aus den untersten Symbolen in der Darstellung besteht.
Dann gilt z € X = Xz, da y die Einschrankungen aus F; erfiillt und y = Sy ()
wegen der Uberschneidungsbedingungen aus F». Also gilt X[V D X Fur, und
XN — Xr,uF, ist ein Shiftraum. O

2.14 Beispiel: Sei X der Shift iiber {0,1} aus Beispiel 2), also X = X,
F = {11}. Dann gilt

A2 = {a=00,b=01,c=10}.
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Der 2-te hohere Blockshift X[ kann beschrieben werden durch die Ein-
schrankungen
{ac, ba, bb, cc}.

Alle diese Blocke sind verboten, weil sie sich nicht progressiv iiberschneiden.
Der Block 11 ist auch verboten, da er in dem urspriinglichen Shiftraum nicht
vorkommt. Dies zeigt sich darin, dass er in A[)Q(] nicht auftaucht.

In der Konstruktion des N-ten hoheren Blockshifts von X verwenden wir sich
iiberschneidende Blocke. Dieselbe Art von Konstruktion ldsst sich auch mit sich
nicht iiberschneidenden Blécken durchfiihren. Dies fithrt zum Begriff des N-ten
hoheren Potenzshifts von X.

Unter Verwendung derselben Notation wie zu Beginn dieses Abschnitts definie-
ren wir den N-ten héheren Potenzcode

v X = (AN (v (@) = Tpnann—1)-

Hier zerschneidet vy die Koordinaten von z in aufeinanderfolgende N-Blocke

und fiigt die Teile wieder zusammen zu einem Punkt in (A[;(V})Z. Das Bild von

x = (z;);ez hat die Form

T_9 T_5 T-1 T3 T7 T11

T-10 T_6 T2 T2 T6 10 4\7
yala) = ... . e (A%)

T-11 xr—7 r—3 x1 T5 T9

T_12 T8 T4 Zo T4 Ts

2.15 Definition: Sei X ein Shiftraum. Der N-te hohere Potenzshift X ist
das Bild X~ = vy (X) von X im vollen Shift iiber A[)](V].

2.16 Satz: Die hoheren Potenzshifts sind Shiftraume.

Beweis: Ubungsaufgabe. O

2.5 Gleitende Blockcodes

Sei x = ...x_j1x0x; ... eine Folge von Symbolen in einem Shiftraum X {iber
A. Wir kénnen z in eine neue Folge y = ...y_1yoy1 ... iiber einem anderen
Alphabet A’ wie folgt transformieren. Seien m,n € Z mit —m < n. Um die
i-te Koordinate y; der transformierten Folge zu berechnen, verwenden wir eine
Funktion ®, die von dem ,Fenster* der Koordinaten von x zwischen i — m
und ¢ + n abhiingt. Die Funktion ® : B, 1,+1(X) — A’ ist eine fest gewiihlte
Blockabbildung, genannt eine (m + n + 1)-Blockabbildung von den erlaubten
(m +n + 1)-Blocken in X in die Symbole von A’, so dass

Yi = q)(xifmxifmle v xi+n) = ¢(I[’L*m,l+n]) (4)

13



2.17 Definition: Sei X ein Shiftraum iiber A und ® : By ipi1(X) — A
eine Blockabbildung. Dann nennen wir die Abbildung ¢ : X — (A’)%, definiert
durch y = ¢(x) mit y; wie in den gleitenden Blockcode mit Gedéchtnis m
und Antizipation n induziert durch ®. Wir schreiben ¢ = ®5™™  oder einfach
¢ = P, falls m und n aus dem Kontext heraus klar sind. Wenn iiber das

Gedéchtnis nichts gesagt wird, nehmen wir stets m = 0 an. Ist Y ein Shiftraum
in (A)%? und ¢(X) C Y, so schreiben wir ¢ : X — Y.

2.18 Bemerkung: Unter einem Code verstehen wir in der Theorie der sym-
bolischen dynamischen Systeme also eine Abbildung, die Symbolfolgen in Sym-
bolfolgen iiberfiihrt. Eine prizisere Bezeichnung wére vielleicht Kodierungsab-
bildung.

Die Wirkungsweise eines gleitenden Blockcodes ldsst sich folgendermaflen ver-
anschaulichen:

e Liem—1| Ti—mTi—m4+1 - - - Titn—-1Ti4n Litnt1 - - -
|0
e yi—lyi+1 e

Die einfachsten gleitenden Blockcodes sind diejenigen mit m = n = 0. In diesem
Fall hingt y; nur von x; ab und wir sprechen von 1-Blockcodes.

2.19 Beispiel: Sei X ein Shiftraum iiber einem Alphabet A, A’ = A, m = 0,
n =1 und ®(apa;) = a;. Dann ist ¢ = @L%l] = &, die Shiftabbildung ox. Ist
D (apay) = ap, so ist Py, die Identitit.

Jetzt sei m = 1, n = 0 and ¥(a_ja9) = a—_y. Dann ist ¢ = \I'LZI’O} = U, die
Umkehrabbildung der Shiftabbildung, also 0)_(1.

Definieren wir ©(a) = a fiir a € A, so gilt ¢ = ®L10,1} und ¢ = @Lgl’*”. Folglich
kann es mehrere Moglichkeiten geben, eine Abbildung zwischen Shiftraumen als
gleitenden Blockcode darzustellen.

2.20 Beispiel: Sei A = {0,1} = A" und ®(apa1) = ap + a1(mod 2). Dies ist
der Code aus Aufgabe 2 auf dem Prisenziibungsblatt.

2.21 Beispiel: Sei X ein Shiftraum iiber A und A’ = A[)J(V], m=0n=N-—1
und Y = X[V, Ferner sei

<I>(a0a1 . aN_1) =Qapai...anN—1 € A[)](V]

Dann ist &, der N-te hohere Blockcode Sy aus dem vorherigen Abschnitt.

Sei @ : Bpint1(X) — A’ eine Blockabbildung, die einen gleitenden Block-
code mit Gedédchtnis m und Antizipation n erzeugt. Dann macht es manch-
mal Sinn anzunehmen, dass ® ein gréfleres ,,Fenster® hat und die zusétzlichen
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Koordinaten zu ignorieren. Ist also M > m und N > n, so definieren wir
P BM+N+1(X) — A’ als

(- a1,n)) = (T m))-

Offensichtlich gilt ®og = oo

Wir kénnen ® erweitern, so dass (m + n + k)-Blocke auf k-Blocke abgebildet
werden, indem wir das Fenster von ® wie folgt vergréfiern. Fiir x(_y, nyr—1) €
Bitntk(X) definieren wir

(D(x[—m,n—&-k—l]) = (I)(l'[—m,n])(I)(x[—m—&-l,n+1]) s (I)(x[—m—&-k—l,n—&-k—l])' (5)

2.22 Beispiel: Sei A = A" = {0,1} und X = X, F = {11} (siche Beispiel
R.5[2)). Sei ferner Y der in Beispiel 2.5(3) beschriebene Shift. Sei ® die 2-
Blockabbildung, definiert durch ®(00) := 1, ®(01) := 0 und ®(10) := 0. Wir
zeigen, dass der induzierte gleitende Blockcode ¢ = @, : X — Y wohldefiniert
und surjektiv ist. (Hier ist m =0 und n = 1.)

Falls der Block 10*1 in ¢(z) vorkommt, muss er das Bild unter ® des Blocks
0(01)"00 sein, so dass k = 2r gerade ist. Daher gilt ¢(X) C Y. Da in jedem
y € Y die Einsen durch eine gerade Anzahl von Nullen getrennt sind, zeigt
dieselbe Uberlegung, wie man ein = € X konstruiert, so dass ¢(x) = y. Also ist
¢ surjektiv.

2.23 Satz: Seien X undY Shiftrdume. Ist ¢ : X — Y ein gleitender Blockcode,
so gilt p o ox = oy o ¢, d.h. folgendes Diagramm kommutiert:

X X5 X

al |o

Y — Y

gy

Beweis: Sei ¢ induziert von der Blockabbildung ® : B, ,+1(X) — A’. Dann
gilt fiir alle ¢ € Z, dass

¢)(O—X ($))[z] = (P(x[i+1—77L,i+1+n])
und
oy (6(z))1) = oy (P(Tlimm,itn))icz)[i] = P(T[ir1-m,i+14n])-
Damit ist der Satz bewiesen. O

Jedoch ist nicht jede Abbildung, die mit dem Shift kommutiert, ein gleitender
Blockcode (siche Ubungsblatt 2).

2.24 Satz: Seien X und Y Shiftrdume (iiber Alphabeten A und A’). Eine Ab-

bildung ¢ : X — Y ist ein gleitender Blockcode genau dann, wenn ¢oox = oy o¢p
und ein N > 0 existiert, so dass ¢(z)[g) eine Funktion von x|_y n ist.
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Beweis: Die Beweisrichtung ,,= ist klar nach Definition von gleitenden Block-
codes und Satz Umgekehrt sei nun ¢ : X — Y eine Abbildung mit
poox =0y o ¢, so dass ¢(x)[g eine Funktion von z_y nj ist. Dann definieren
wir eine (2N + 1)-Blockabbildung

L BQN+1(X) — ./4/, <I>(w) = (b(x)[o],

wobei x € X so gewdhlt ist, dass x[_y n) = w. Das ist moglich, da w in einem

xz € X vorkommt und X shift-invariant ist. Dann ist ¢ = @LZN’N], denn fiir
jedes @ € Z gilt

def

NN @)y = ®(rponiew)
def i i
= ¢(ox (@) = oy (8(x))j0) = ¢(z)5)-
Damit ist der Beweis abgeschlossen. O

2.25 Definition: Einen surjektiven gleitenden Blockcode ¢ : X — Y nennen
wir auch Faktorcode. Existiert ein Faktorcode von X nach Y, so heifit Y Faktor
von X. Ist ¢ : X — Y ein injektiver gleitender Blockcode, so heifit ¢ eine
Einbettung. Ist ¢ : X — Y ein gleitender Blockcode, so dass ein gleitender
Blockcode ¢ : Y — X existiert mit ¢p(¢(y)) =y fiir alley € Y und ¢ (é(x)) =«
fiir alle x € X, so heifit ¢ invertierbar. In diesem Fall nennen wir ¢ auch eine
Konjugation. Falls eine Konjugation ¢ : X — Y existiert, so sagen wir, X und
Y sind konjugiert, in Zeichen X =Y.

Sind zwei Shiftraume konjugiert, so kénnen wir uns den einen als eine le-
diglich ,rekodierte“ Version des anderen vorstellen. Im Wesentlichen sind die
Shiftriume dann gleich.

2.26 Beispiel: Sei X ein Shiftraum iiber A und X! sein N-ter hoherer
Blockshift. Nach Beispiel ist By : X — X[ ein gleitender Blockcode. De-
finieren wir die 1-Blockabbildung ¥ : A[)](V] — A durch ¥(apa; ...an—-1) = ao,
so sehen wir leicht, dass ¥ = U : XN — X die Inverse von By ist. Also ist
Bn eine Konjugation.

Der néchste Satz beschreibt das Verhalten von periodischen Punkten unter glei-
tenden Blockcodes.

2.27 Satz: Sei ¢ : X — Y ein gleitender Blockcode. Ist x € X ein periodischer
Punkt von ox mit Periode n, so ist y = ¢(x) € Y ein periodischer Punkt von
oy mit Periode n, und die Primperiode von vy ist ein Teiler der Primperiode von
x. Ist ¢ eine Konjugation, so stimmen die Primperioden iiberein.

Beweis: Gilt o% (z) = =z, so folgt o} (é(z)) = ¢(o%(x)) = ¢(x). Also hat
¢(x) auch Periode n. Ist hier n als Primperiode von z gewé#hlt, so muss n
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ein ganzzahliges Vielfaches der Primperiode von y sein. Um dies zu zeigen,
bezeichnen wir mit m die Primperiode von y. Dann gilt 1 < m < n und wir
kénnen n = km + r mit k € Ny und r € {0,1,...,m — 1} schreiben. Es folgt

y = 0o3(y) = oy ((o¥)*(y)) = oy ().

Ist » > 0, so muss r damit auch eine Periode von y sein. Das kann nicht sein,
da r < m. Also gilt n = km. Ist ¢ invertierbar, so sind die Primperioden jeweils
ganzzahlige Vielfache voneinander. Also sind sie identisch. O

Der obige Satz liefert zahlreiche numerische Konjugations-Invarianten, die uns
dabei helfen konnen zu erkennen, dass zwei Shiftraume nicht konjugiert zuein-
ander sind. Diese Invarianten sind zum einen die Anzahlen der n-periodischen
Punkte fiir jedes n, aber auch die Anzahlen der Punkte mit Primperiode n.

Der folgende Satz erlaubt es, einen beliebigen gleitenden Blockcode zu einem 1-
Blockcode zu ,,rekodieren®. Das Alphabet wird dadurch allerdings komplizierter.

2.28 Satz: Sei ¢ : X — Y ein gleitender Blockcode. Dann existiert ein héherer

Blockshift X von X, eine Konjugation ¢ : X — X und ein 1-Blockcode ¢ :
X — Y, so dass ¢ o = ¢, d.h. folgendes Diagramm kommutiert:

X

~

Beweis: Sei ¢ induziert durch eine Blockabbildung & mit Gedéchtnis m und
Antizipation n. Sei A" := By, p+1(X). Definiere ¢ : X — (A’)%Z durch

¢($)[i] = Z[i—m,itn) fir alle ¢ € Z.

Dann gilt ¢ = 07" 0 By yns1. Daraus folgt, dass X 1= (X)) = XImtn+1] eip
Shiftraum ist. Da o und B,,1,+1 Konjugationen sind, ist es auch ¢. Setze nun
¢ := ¢ op~1. Die Abbildung ¢ ist ein 1-Blockcode. Ist némlich & € X, so ist
% = Bm+tnt1(x) fir ein z € X. Dann folgt

oW @)y = SBminir (@ Bmrni1 ()i
= 0B tnir Bt (@™ (@)
= (" (2))y

(

(

r@l%%

(xm+J)J€Z)[ ]

().

Damit ist der Beweis abgeschlossen. O

x [¢ z+m+n])

Wir zeigen als néchstes, dass das Bild eines gleitenden Blockcodes stets ein
Shiftraum ist.
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2.29 Satz: Das Bild eines gleitenden Blockcodes ist ein Shiftraum.

Beweis: Seien X und Y Shiftraume und ¢ : X — Y ein gleitender Blockcode.
Nach Satz diirfen wir annehmen, dass ¢ ein 1-Blockcode ist. Sei ® eine
1-Blockabbildung, die ¢ induziert. Wir betrachten £ := {®(w) : w € B(X)}
und zeigen, dass ¢(X) = X, woraus folgt, dass ¢(X) ein Shiftraum ist.

Die Inklusion ¢(X) C X e ist leicht zu zeigen. Sei dazu x € X. Dann ist jeder
Block, der in ¢(z) vorkommt, in £ enthalten. Also gilt ¢(z) € Xe.

Nun sei umgekehrt y € X .. Fiir jedes n > 0 ist der zentrale (2n+ 1)-Block von
y das Bild unter ® des zentralen (2n + 1)-Blocks eines Punktes z(™) € X, d.h

S ) = 0™ n = Y

Wir werden z(™) verwenden, um einen Punkt 2 zu konstruieren mit y = ¢(x).

Zuniichst stellen wir fest, dass es aufgrund der Endlichkeit des Alphabets eine

unendliche Menge Sy C Ny, so dass xf&) identisch fiir alle n € Sy ist. Dann gibt

es eine unendliche Menge S C Sy, so dass fiir alle n € S7 die 3-Blocke xff)l 1
identisch sind. Fiihren wir diese Konstruktion fort, so erhalten wir Mengen

S C Si_1, so dass fiir alle n € Sj, die Blocke xfﬂc ] identisch sind.

Nun definieren wir z als diejenige Folge mit z[_j ) = a:ff)kk] fir alle n € Sg.
Da S;_1 C Sk, ist dieses x wohldefiniert. Jeder Block in z kommt in einem der
Blocke x_j, x) vor, der nach Konstruktion in B(X) liegt. Also ist z € X. Nun
ist leicht zu sehen, dass ¢(z) = y. O
Der néchste Satz vereinfacht den Nachweis, dass eine gegebene Abbildung eine
Konjugation ist.

2.30 Satz: Sei ¢ : X — Y ein bijektiver gleitender Blockcode. Dann ist die zu
¢ inverse Abbildung ein gleitender Blockcode und ¢ damit eine Konjugation.

Beweis: Durch eine Rekodierung wie in Satz [2.28] diirfen wir annehmen, dass
¢ ein 1-Blockcode ist. Sei @ eine 1-Blockabbildung, die ¢ induziert und sei 1
die zu ¢ inverse Abbildung, von der wir zeigen miissen, dass sie ein gleitender
Blockcode ist.

Ist y = ¢(x), so stellen wir fest, dass

ox(¥(y)) = ox(z) = Y(d(ox(2))) = Y(oy((2))) = ¢(oy (y))-

Also gilt ¥ o oy = ox 0. Nach Satz reicht es noch zu zeigen, dass es
ein n > 0 gibt, so dass 9 (y)j] nur von y[_, ,) abhingt. Wire das nicht so,

so gibe es fiir jedes n zwei Punkte y(™ und §() mit y[(fzm] = gj[(le ] und

Y(y™) ) £ V(G- Sei 2™ 1= Y(y™) und &™) = y(5™).

5Hier verwenden wir die in definierte Erweiterung von ®.
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Da das Alphabet endlich ist, gibt es eine unendliche Teilmenge Sy C Ny und
a,b € A, so dass a = JJES]) £ if&) = b fiir alle n € Sy. Da auch die Anzahl
der 3-Blocke endlich ist, gibt es eine unendliche Teilmenge S; C Sy, so dass die
Blécke 95@1,1] fiir alle n € S; gleich sind so wie auch die Blécke iff)l,l}' Ahnlich
wie im Beweis des vorherigen Satzes erhalten wir, wenn wir diese Konstruktion

fortfiihren, am Ende Punkte z,% mit o) # Z|o], wobei x(_j x = chfl K] und

Tk = iff;ﬁk] fiir alle n € Sy. Ist nun n € Sy und n > k, so folgt

i

D(z_pr) = (»’UEE)M]) = (b(x(n))[fk,k] = y[(ka]
(n ~(n)

= g[,zc,k] = ¢(i(n))[—k,k] = (I)(x[fkyk]) = (I)(j[—k,k])'

Daraus folgt ¢(z) = ¢(&), also x = &, da ¢ injektiv ist. Dies steht im Wider-
spruch zu zjg) # Z[g). Damit ist der Satz bewiesen. O

2.31 Bemerkung: Man kann auf Shiftrdumen eine Metrik einfithren, so dass
zwei Folgen nahe beieinander liegen, falls sie in hinreichend langen zentralen
Blocken iibereinstimmen. In dieser Metrik sind Shiftrdume genau die kompak-
ten shift-invarianten Teilrdume eines vollen Shifts und die gleitenden Blockcodes
sind genau die stetigen Abbildungen zwischen Shiftréumen, die mit der Shiftab-
bildung kommutieren. Damit ergeben sich die Aussagen der letzten zwei Sétze
sehr leicht mit Hilfe topologischer Argumente. Satz erhiilt man durch die
Tatsache, dass stetige Abbildungen kompakte Mengen auf kompakte Mengen
abbilden. Satz ergibt sich daraus, dass eine stetige bijektive Abbildung
zwischen kompakten metrischen Rdumen automatisch ein Homdomorphismus
ist, d.h. eine stetige Umkehrabbildung hat.

3 Shifts von endlichem Typ

Eine Klasse von Shifts, die sich sehr gut verstehen lassen, bilden die Shifts, die
durch eine endliche Menge von verbotenen Blécken beschrieben werden kénnen.

3.1 Einschrinkungen von endlichem Typ

3.1 Definition: Ein Shiftraum X iiber A heifit Shift von endlichem Typ, falls
es eine endliche Menge F von Blocken iiber A gibt, so dass X = X .

Die Definition sagt lediglich, dass es eine endliche Menge F mit X = Xz geben
muss. Das bedeutet nicht, dass jede Menge F mit dieser Eigenschaft endlich
ist. Wir konnen jedoch ohne Einschréankung der Allgemeinheit annehmen, dass
es eine endliche Menge F gibt, in der alle Blocke dieselbe Linge haben. Wenn
F diese Eigenschaft nicht hat, setzen wir N = max,cr |u| und ersetzen jedes
u € F mit |u| < N durch alle N-Blocke iiber A, die u enthalten.
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3.2 Beispiel: Der Shift aus Beispiel 3) ist nicht von endlichem Typ. Wenn
es so wire, gidbe es ein N, so dass X = X7 fiir eine Menge F von N-Blocken.
Dann betrachten wir den Punkt 2 = 0°°102N+110%°. Keiner der Blocke in z ist
verboten, also miisste x € X gelten, was aber nicht der Fall ist.

3.3 Definition: Ein Shift von endlichem Typ ist ein M-Schritt-Shift (bzw. hat
Gedéichtnis M) fiir ein M € Ny, falls er sich durch eine Menge von verbotenen
(M + 1)-Blécken beschreiben Iésst.

In 0-Schritt-Shifts sind lediglich einzelne Symbole verboten, so dass es sich um
volle Shifts handelt. In 1-Schritt-Shifts sind gewisse Symboliibergéinge verboten.
Solche Shifts lassen sich durch 0-1-Matrizen beschreiben.

Der nichste Satz ist offensichtlich.

3.4 Satz: Sei X ein Shift von endlichem Typ. Dann existiert ein M > 0, so
dass X ein M-Schritt-Shift ist.

Der folgende Satz liefert eine Charakterisierung von M-Schritt-Shifts.

3.5 Satz: Fin Shift X ist ein M-Schritt-Shift genau dann, wenn aus uv, vw €
B(X) mit |v| > M folgt, dass uvw € B(X).

Beweis: Wir nehmen zunéchst an, dass X ein M-Schritt-Shift ist, also X =
X7 und F ist eine endliche Menge von (M + 1)-Blocken. Es gelte wv,vw €
B(X) mit |v] = n > M. Dann gibt es Punkte x,y € X mit z[_j, = wv
und yp1 ) = vw, so dass X[y, = Y1, = v. Wir zeigen, dass der Punkt z =
T(—00,0]VY[n+1,00) I X liegt. Falls ein Block aus F in z vorkommt, muss er
entweder in T(_o0,0)V = T(_oco,n] OdeT IN VYji1,00) = Y[1,00) VOrkommen, da
|v| = n > M. Dies widerspricht entweder z € X oder y € X. Daher gilt

UVW = T[—k,0]VY[n+1,1] = Z[—k,1] € B(X)

Umgekehrt nehmen wir nun an, dass X ein Shiftraum iiber A ist, so dass aus
wo,vw € B(X) mit [v] > M folgt, dass uvw € B(X). Sei F die Menge aller
(M + 1)-Blocke iiber A, die nicht in Bps41(X) enthalten sind. Wir zeigen, dass
X = X7

Ist x € X, dann kann kein Block aus F in x vorkommen, also gilt z € Xr,
und damit X C Xz. Jetzt sei x € Xz. Dann sind ;) und g ar4q) in
B(X) nach Definition von F. Da sie sich in M Symbolen iiberschneiden, ist
auch xp a4y in B(X). (Verwende u = xq, v = 2 ) und w = op4q).)
Auch (5 p749) ist in B(X) und iiberschneidet sich mit g a741] in M Symbolen.
Also gilt (g, ar42) € B(X). Die iterierte Anwendung dieses Arguments in beide
Richtungen ergibt x(_y ;) € B(X) fiir alle k, [ € Z. Nach Korollargilt z e X,
womit X r C X bewiesen ist. O

Ein Faktor eines Shifts von endlichem Typ ist nicht zwangsldufig auch von end-
lichem Typ, wie folgendes Beispiel zeigt.
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3.6 Beispiel: Sei A = A’ ={0,1}. Sei X = Xz mit F = {11} und ¥ = Xg
mit G = {10®"F11:n > 0}. Sei ® : By(X) — A’ die 2-Blockabbildung, definiert
durch ®(00) := 1, ®(01) := 0 und ®(10) := 0. Dann ist ¢ = ¢, : X - Y
ein Faktorcode. Kommt der Block 10*1 in ¢(x) vor, so muss er das Bild von
0(01)"00 unter ® sein, so dass k = 2r gerade ist. Also gilt ®(X) C Y. Da in
jedem y € Y die Einsen durch eine gerade Anzahl von Nullen separiert sind,
zeigt dieselbe Uberlegung, wie man ein Urbild von y konstruiert. Nach Beispiel
ist Y nicht von endlichem Typ.

Auch das Urbild eines Shifts von endlichem Typ unter einem gleitenden Block-
code muss kein Shift von endlichem Typ sein. Zum Beispiel ist Y = {0°°} ein
Faktor jedes Shifts. Deshalb ist der folgende Satz subtiler als man vielleicht auf
den ersten Blick denkt.

3.7 Satz: Ein Shiftraum, der konjugiert zu einem Shift von endlichem Typ ist,
ist selbst von endlichem Typ.

Beweis: Sei X ein Shiftraum, der konjugiert zu einem Shift Y von endlichem
Typ ist. Sei ® eine Blockabbildung, die eine Konjugation von X nach Y indu-
ziert, und sei ¥ eine Blockabbildung, die deren Inverse induziert. Die Idee des
Beweises ist es, Satz anzuwenden unter Verwendung der Beobachtung, dass
die Bilder zweier sich hinreichend {iberschneidender Blocke in B(X) unter ® sich
ebenfalls hinreichend iiberschneiden, so dass man sie zusammensetzen kann, um
einen Block in B(Y') zu bilden. Wenn man ¥ auf diesen Block anwendet, erhélt
man die urspriinglichen Bldcke zuriick, die entlang ihrer Uberlappung verklebt,
aber an ihren Enden verkiirzt wurden. Um diese Verkiirzung zu kompensieren,
miissen wir zunéchst die urspriinglichen Blocke erweitern.

Aber nun zum eigentlichen Beweis: Geméifl Satz ist es unser Ziel, eine Zahl
M > 0 zu finden, so dass aus v € B(X) mit |v| > M und uv,vw € B(X) folgt,
dass wvw € B(X).

Sei ¢ : X — Y eine Konjugation, induziert durch eine Blockabbildung ¢ und
sei ) = ¢7! : Y — X die Inverse von ¢, induziert durch ¥. Indem wir bei
Bedarf die Fenstergrofie anpassen, konnen wir annehmen, dass ® und ¥ dasselbe
Gedéchtnis m und dieselbe Antizipation n haben und dass m = n =: [ gilt. Da
¥(é(xz)) = « fiir alle 2 € X, withlt die Blockabbildung Wo® : By 11 (X) — B1(X)
einfach nur das zentrale Symbol in einem Block aus. (Hier verwenden wir wieder
die erweiterte Blockabbildung, wie in definiert.) Genauer: ¥(é(z)) = 2}
fir alle ¢ € Z ist dquivalent zu

V() itivn) =21 fa i€
& V(@) i—nd(@)i—141) - (@)pigyy) =z fa i €Z
g ‘I’(q)(x[i—zl,i])‘I’(f[z'—21+1,z‘+1]) e (I)(x[i,i-‘rQl])) =z fa i€’
& U(D(zp—21,i421)) = v fa i€ Z
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Da Y von endlichem Typ ist, gibt es nach Satz ein N > 0, so dass zwei
Blocke in Y, die sich in mindestens N Koordinaten iiberschneiden, entlang ihrer
Uberlappung zusammengeklebt werden kénnen, um einen Block in Y zu bilden.

Sei M := N +4l. Um zu zeigen, dass mit dieser Wahl die Bedingungen von Satz
erﬁillt sind, und damit, dass X von endlichem Typ ist, seien uv,vw € B(X)
mit |v] > M. Nach Satz gibt es Blocke s,t € By(X) mit suv, vwt € B(X).
Da jeder (41+1)-Block in suvwt in B(X) enthalten ist, gilt U(®(suvwt)) = uvw.
(Hier verwenden wir wieder die Erweiterung (5).)

Weiter gilt ®(suv) = v/®(v) und ®(vwt) = ®(v)w’, wobei v/, w’ € B(Y) und
|®(v)| = |v|—2] > N. Daher kénnen «’®(v) und ®(v)w’ zusammengefiigt werden
und wir erhalten «/®(v)w’ € B(Y'). Dann gilt

wow = V(P (suvwt)) = U(u' ®(v)w') € B(X),

womit bewiesen ist, dass X von endlichem Typ ist. O

3.2 Graphen und ihre Shifts

Eine Methode, um Shifts von endlichem Typ zu erzeugen, ist es mit einem
endlichen gerichteten Graphen zu beginnen und den Shift zu erzeugen iiber
die Menge aller bi-unendlichen Kantenfolgen des Graphen. In einem noch zu
prézisierenden Sinne kann jeder Shift von endlichem Typ so rekodiert werden,
dass er wie der Kantenshift eines Graphen aussieht.

Einem endlichen gerichteten Graphen kann man seine Ubergangsmatrix zuord-
nen. Aussagen iiber den Kantenshift lassen sich dann treffen durch die Unter-
suchung dieser Matrix mit Methoden der Linearen Algebra.

3.8 Definition: Ein Graph G besteht aus einer endlichen Menge V = V(G)
von Knoten (engl. vertices) zusammen mit einer endlichen Menge £ = £(G)
von Kanten (engl. edges). Jede Kante e € £(G) beginnt bei einem Knoten
i(e) € V(G) und endet bei einem Knoten t(e) € V(G). Zwischen zwei Knoten
kann es mehrere Kanten geben. Eine Kante e mit i(e) = t(e) nennen wir eine
Schleife.

Ist I ein Knoten, so bezeichnen wir mit £;(G) die Menge der bei I beginnenden
Kanten und mit ££(G) die Menge der bei I endenden Kanten.

3.9 Definition: Seien G und H Graphen. Ein Graphenhomomorphismus ist ein
Paar (0®, ®) von Abbildungen, wobei 00 : V(G) — V(H) und ® : £(G) — E(H)
mit i(®(e)) = 0P (i(e)) und t(P(e)) = 9P (t(e)) fiir alle e € E(G). Sind 0P und
& beide injektiv, so heifit (0P, ®) Grapheneinbettung. Sind beide bijektiv, so
heiBit (0P, ®) Graphenisomorphismus. Falls zwischen zwei Graphen G und H
ein Graphenisomorphismus existiert, so sagen wir, dass G und H isomorphe
Graphen sind und schreiben G = H.
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Abbildung 1: Ein einfacher Graph

Als nichstes definieren wir Ubergangsmatrizen. Es ist iiblich, die Knoten eines
Graphen zu ordnen, z.B. V = {1, 5, ..., I.}. Oft werden wir die Knoten mit
verschiedenen ganzen Zahlen benennen, also z.B. V = {1,2,...,r} oder V =
{0,1}, oder mit verschiedenen Buchstaben, z.B. V = {I, J, K}. In diesen Fillen
ist die Ordnung der Knoten die natiirliche, entweder die der ganzen Zahlen oder
die alphabetische.

3.10 Definition: Sei G ein Graph mit Knotenmenge V. Fiir Knoten I,J € V
sei Ajy die Anzahl der Kanten, die bei I beginnen und bei J enden. Dann ist die
Ubergangsmatrix von G gegeben durch A = [Ar;] und wir schreiben A = A(G)
oder A = A¢g, um zu verdeutlichen, dass A von dem Graphen G erzeugt wird.

Die Ordnung der Knoten von G sagt uns lediglich, wie wir die Zahlen A;; zu
einer Matrix zusammenstellen miissen. Wenn wir die Knoten anders anordnen,
dann ergibt sich eine neue Ubergangsmatrix A’, die aber mittels einer Permu-
tationsmatrix P zur alten konjugiert ist, d.h. A’ = PAP~ L.

3.11 Satz: Sei G ein Graph mit Knotenmenge V = {1,...,r}. Sei § : V —
V eine bijektive Abbildung, also eine Permutation der Knoten von G. Sei A
die Ubergangsmatrix von G bzgl. der Ordnung 1,2,...,r der Knoten und A’
die Ubergangsmatrix bzgl. der Ordnung 0(1),0(2),...,0(r). Dann existiert eine
r X r-Permutationsmatrix P, so dass

A= PAPL.
Beweis: Wir bezeichnen mit ey, ..., e, die Elemente der Standardbasis von R",
also e; = (21,..., %) mit x;; = 1, falls ¢ = j und z;; = 0 andernfalls. Sei P

die Matrix, deren j-te Spalte der Vektor eg-1(; ist. Dies ist offensichtlich eine
Permutationsmatrix und es gilt

PAP™Ye; = PAegyy =P Apgiiren
k=1

T s T
Z AroiyPer = Z Aro(iyo—1(x) = Z Ag(k)o(i)Ck-
k=1 k=1 k=1
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AuBlerdem gilt
Alei =" Ajser = Agmyogi)er-
k=1 k=1

Da die Bilder der Vektoren ey, . .., e, die Spalten der jeweiligen Matrix sind, folgt
A’ = PAP~!. Hier haben wir verwendet, dass der Eintrag A}, nach Definition
die Anzahl der Kanten ist, die bei 6(k) beginnen und bei 6(i) enden, also gerade
Aoyoc)- O
Die Matrix Ag enthélt alle wesentlichen Informationen iiber den Graphen G.
Bis auf Graphenisomorphismen kénnen wir den Graphen aus der Matrix Ag
rekonstruieren.

3.12 Definition: Sei A = [A;;] eine r x r-Matrix mit nichtnegativen ganzzah-
ligen Eintrégen. Dann ist der Graph von A der Graph G = G(A) = G4 mit
Knotenmenge V(G) = {1,2,...,r} und mit A;; verschiedenen Kanten, die bei
I beginnen und bei J enden.

Es gilt
A=A(G(A)) und G=G(AG)).

Der Graphenisomorphismus 22 resultiert aus einer moglichen Umbenennung der
Knoten und der Kanten. Diese Korrespondenz zwischen Graphen und ihren
Ubergangsmatrizen erlaubt es, einen Graphen entweder durch G oder durch A
anzugeben. Dies driicken wir in der Notation aus, indem wir z.B. V(A) fiir die
Menge der A zugrundeliegenden Indizes schreiben.

Jeder Graph erzeugt einen Shift von endlichem Typ.

3.13 Definition: Sei G ein Graph mit Kantenmenge £ und Ubergangsmatrix
A. Der Kantenshift X¢g oder X4 ist der Shift iiber dem Alphabet £, definiert
durch

Xg=X4:= {(gi)iEZ & € g, t(fi) = i(fi-&-l) fiir alle i € Z}

Die Einschriankung der Shiftabbildung auf X¢ heifit Kantenshiftabbildung und
wird mit og oder o4 bezeichnet.

Nach dieser Definition ist eine bi-unendliche Kantenfolge genau dann in Xg,
wenn der Knoten, bei dem eine Kante endet, der Anfang der nichsten Kante
ist. Die Folgen in X« beschreiben also beidseitig unendliche Pfade (engl. walks)
auf dem Graphen G.

Es ist leicht zu sehen, dass die Kantenshifts zweier isomorpher Graphen konju-
giert zueinander sind (Ubungsaufgabe auf Blatt 3).

3.14 Satz: Ist G ein Graph mit Ubergangsmatrix A, dann ist der Kantenshift
Xa = X4 ein 1-Schritt-Shift.
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Beweis: Sei A = £ das Alphabet von Xq. Betrachte die endliche Menge

F:={ef : e, feA, tle)£i(f)}.

Nach Definition des Kantenshifts liegt ein Punkt ¢ € A% genau dann in Xg,
wenn kein Block aus F in £ vorkommt. Also gilt Xg = Xr und X¢ ist ein
Shift von endlichem Typ. Da F nur 2-Blocke enthélt, handelt es sich um einen
1-Schritt-Shift. O

3.15 Beispiel: Seir > 1 und sei A die 1 x 1-Matrix A = [r]. Dann hat G4 nur
einen Knoten und r Schleifen bei diesem Knoten. Nennen wir diese 0, 1,...,r—1,
so ist X der volle r-Shift, den wir deshalb auch mit X|,) bezeichnen.

Manchmal tauchen gewisse Kanten von G nicht in X¢g auf und sind damit
unwesentlich fiir den Kantenshift. Endet z.B. eine Kante in einem Knoten, bei
dem keine Kanten beginnen, so handelt es sich um eine ,,Sackgasse*. Wir nennen
einen Knoten I € V gestrandet, falls keine Kanten bei I beginnen oder keine
Kanten bei I enden. In der Ubergangsmatrix driickt sich dies dadurch aus, dass
die I-te Zeile oder die I-te Spalte von Ag nur Nullen enthélt.

3.16 Definition: Ein Graph heiflit wesentlich, falls keiner seiner Knoten ge-
strandet ist.

Um gestrandete Knoten zu entfernen, benotigen wir den Begriff eines Teilgra-
phen von G, d.h. eines Graphen H mit V(H) C V(G) und E(H) C &(G), so
dass Kanten in H bei denselben Knoten beginnen und enden wie in G.

3.17 Satz: Ist G ein Graph, dann gibt es einen eindeutigen Teilgraphen H von
G, so dass H wesentlich ist und Xy = Xq.

Beweis: Sei £(H) die Mengen aller Kanten in G, die in bi-unendlichen Pfaden
durchlaufen werden und sei V(H) = {i(e) : e € £(H)} die Menge der Knoten,
die auf solchen Pfaden passiert werden. Dann ist H ein Teilgraph von G, und
nach Definition ist jeder bi-unendliche Pfad auf G eigentlich ein Pfad auf H.
Also ist H wesentlich und Xy = X¢.

Um zu zeigen, dass H eindeutig ist, stellen wir zunéchst fest, dass nach Defini-
tion H der grofite wesentliche Teilgraph von G ist. Ist also H’ ein wesentlicher
Teilgraph von G mit H' # H, so gibt es eine Kante in H, die nicht in H’
vorkommt. Da jede Kante in H in Xy auftaucht, folgt Xy # Xpg/ und die
Eindeutigkeit von H ist gezeigt. O

Da der Teilgraph in obigem Satz alle fiir die symbolische Dynamik relevante
Information enthélt, werden wir uns im Folgenden auf die Betrachtung wesent-
licher Teilgraphen beschréinken.

3.18 Definition: FEin Pfad w = ejes...e,, auf einem Graphen G ist eine end-
liche Folge von Kanten e; aus G, so dass t(e;) = i(e;y1) fiir 1 <i <m — 1. Die
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Linge von m = ejey...epy ist |w| = m. Der Pfad m = ejey... e, beginnt bei
dem Knoten i(m) :=i(e1) und endet bei dem Knoten t(w) := t(e,,) und 7 ist ein
Pfad von i(7) nach ¢(). Eine Schleife oder ein geschlossener Pfad ist ein Pfad,
der bei demselben Knoten beginnt und endet. Ein einfacher Pfad ist ein Pfad,
der sich nicht selbst iiberkreuzt, d.h. die Knoten i(e1),...,i(e;) sind paarweise
verschieden. Fiir jeden Knoten I von G gibt es einen leeren Pfad ey, der bei I
beginnt und endet.

Wir kénnen die Potenzen der Ubergangsmatrix A verwenden, um die Anzahl
von Pfaden einer bestimmten Lange zu zéhlen.

3.19 Satz: Sei G ein Graph mit Ubergangsmatrix A und sei m > 0. Dann
gelten folgende Aussagen:

(1) Die Anzahl der Pfade der Linge m von I nach J ist (A™)r;, der (I.J)-te
Eintrag der Matrix A™.

(2) Die Anzahl der Schleifen der Linge m in G ist Spur(A™), die Spur von
A™ und dies ist zugleich die Anzahl der periodischen Punkte in X der
Periode m.

Beweis: (1) Wir beweisen die Aussage mittels vollstdndiger Induktion. Fiir
m = 0 ist die Aussage trivialerweise wahr, da die einzigen Pfade der Linge 0
die leeren Pfade bei jedem Knoten sind. Fiir m = 1 ist die Aussage wahr, da
nach Definition A;; die Anzahl der Kanten ist, die bei I beginnnen und bei J
enden. Die Kanten sind aber gerade die Pfade der Linge 1. Jetzt nehmen wir
an, dass die Aussage fiir ein m € Ny wahr ist. Es gilt

(A™ = (AmA)py =Y AT Ax.
K

Fiir jeden Pfad ey ... e,,+1 der Lange m + 1 von I nach J gibt es einen Knoten
K, so dass e ...e,, bei K endet. Wir erhalten also alle solchen Pfade, indem
wir jeden Knoten K und die dort endenden Pfade der Lange m betrachten, die
bei I beginnen und die Anzahl dieser Pfade mit der Anzahl der Kanten der
Lange 1 von K nach J multiplizieren und iiber alle K aufsummieren. Das ist
aber gerade obige Summe. Damit ist (1) gezeigt.

(2) Die erste Aussage folgt unmittelbar aus (1). Ist m eine Schleife in G der
Léange m, so ist m°° ein m-periodischer Punkt in Xq. Ist andererseits z € X¢g
ein m-periodischer Punkt, dann muss zjg ,,, 1) eine Schleife in G der Lénge m
sein. Also besteht eine eins-zu-eins-Korrespondenz zwischen den m-periodischen
Punkten in X¢ und den Schleifen in G der Lénge m. (]

Nach Definition heiflt ein Shift irreduzibel, falls es zu jedem Paar (u,v) von
erlaubten Blécken einen Block w gibt, so dass uwv erlaubt ist. Wir wollen nun
die Graphen klassifizieren, deren Kantenshifts irreduzibel sind.
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Abbildung 2: Ein reduzibler Graph

3.20 Definition: FEin Graph G heift irreduzibel, falls zu jedem Paar (I, J) von
Knoten in G ein Pfad existiert, bei bei I beginnt und bei J endet.

3.21 Satz: Ein wesentlicher Graph ist irreduzibel genau dann, wenn sein Kan-
tenshift irreduzibel ist.

Beweis: Sei G ein irreduzibler Graph und seien m, 7 € B(X¢). Sei I der Knoten,
bei dem der Pfad 7 endet und sei J der Knoten, bei dem der Pfad 7 beginnt.
Da G irreduzibel ist, existiert ein Pfad w € B(X¢) von I nach J. Dann ist mwr
ein Pfad in G und somit gilt 7wt € B(Xg).

Jetzt nehmen wir an, dass G wesentlich und X¢ ein irreduzibler Shift ist. Seien
I, J Knoten in G. Dann gibt es Kanten e, f, so dass e bei I endet und f bei J
beginnt. Da X irreduzibel ist, gibt es ein w € B(X¢), so dass ewf € B(Xg).
Dann ist w ein Pfad von I nach J, also ist G irreduzibel. O

3.3 Graphendarstellungen von Shifts von endlichem Typ

In diesem Unterabschnitt werden wir zeigen, dass jeder Shift von endlichem Typ
so rekodiert werden kann (mittels einer hoheren Blockdarstellung), dass er mit
dem Kantenshift eines Graphen identifiziert werden kann. Das ist erstaunlich,
da die Kantenshifts sehr spezielle Shifts von endlichem Typ zu sein scheinen.

Das folgende Beispiel zeigt, dass nicht jeder 1-Schritt-Shift ein Kantenshift ist.

3.22 Beispiel: Sei A = {0,1}, F = {11} und X = Xr. Wére X der Kan-
tenshift eines Graphen G, so kénnen wir nach Satz [3.17] annehmen, dass G ein
wesentlicher Graph ist. Dann héitte G genau zwei Kanten, die 0 und 1 heifen.
Fiir so einen Graphen gibt es zwei Moglichkeiten. Entweder er hat nur einen
Knoten, so dass 0 und 1 Schleifen bei diesem Knoten sind, oder er hat zwei
Knoten, so dass man zwischen den Knoten mittels der Kanten 0 und 1 hin und
her laufen kann. Im ersten Fall ist der Kantenshift der volle 2-Shift und im
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zweiten Fall besteht er nur aus den zwei Punkten (01)* und (10)°°. In beiden
Fallen ist er also nicht der Shift X.

Dennoch ist es moglich, jeden M-Schritt-Shift zu einem Kantenshift zu rekodie-
ren.

3.23 Satz: Sei X ein M-Schritt-Shift. Dann gibt es einen Graphen G, so dass
XIMH] = X,

Beweis: Ist M = 0, so ist X ein voller Shift und wir kénnen den Graphen G
so wihlen, dass er nur einen Knoten hat und eine Kante fiir jedes Symbol des
Alphabets (siche Beispiel . Wir koénnen also M > 1 annehmen. Dann sei
die Knotenmenge von G gegeben durch By, (X), die Menge der M-Blscke in
X. Wir definieren die Kantenmenge wie folgt. Seien I = ajas...ap und J =
biby ... by Knoten in G. Falls asas ...aps = biby...by—1 und ag ... (LMbM(:
aby ... by) in B(X) liegt, zeichne genau eine Kante von I nach J und nenne
diese ajas...apbpyr = ai1bibs...byr. Andernfalls gibt es keine Kante von [
nach J. Nach dieser Konstruktion ist klar, dass ein bi-unendlicher Pfad auf G
einer Folge von (M + 1)-Blocken in Bps41(X) entspricht, die sich progressiv
iiberschneiden. Also ist Xg = XM+, O

3.24 Bemerkung: Fiir den Shift aus Beispiel gilt also X2l = X,

Als n#chstes fithren wir eine Konstruktion fiir Graphen ein, die der Bildung des
N-ten hoheren Blockshifts fiir Shiftrdume entspricht.

3.25 Definition: Sei G ein Graph. Fiir N > 2 fiihren wir den N-ten hoheren
Kantengraphen GV ein, dessen Knotenmenge die Menge der Pfade der Lénge
N — 1 in G ist und der genau eine Kante von ejes...eny_1 nach fifo... fn_1
hat, falls eg...en_1 = f1... fn—2 (oder t(er1) = i(f2), falls N = 2), und sonst
keine weiteren Kanten. Die Kante heifit ey ...ey_1fn_1 = e1f1... [n_1. Fiir
N =1 sei Gl .= @G.

3.27 Satz: Sei G ein Graph. Dann gilt (Xg)™M = X

Beweis: Die Symbole fiir (Xg)M sind die N-Blocke aus X¢, die die Pfade
der Lénge N in G sind. Das sind aber auch die Symbole fiir X4i~i. Eine bi-
unendliche Folge dieser Symbole ist in jedem der beiden Shifts enthalten genau
dann, wenn die Symbole (d.h. N-Blécke) sich progressiv iiberschneiden. (]

Fiir N > 2 hat die Ubergangsmatrix von G™! nur Nullen und Einsen als Ein-
triige. Eine solche Matrix heiBt 0-1-Matrix. Falls die Ubergangsmatrix von G
eine 0-1-Matrix ist, dann gibt es zwischen zwei Knoten hochstens eine Kante.
Daher kann ein Pfad auf G auch durch die Folge der besuchten Knoten beschrie-
ben werden.
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3.26 Beispiel:
f ef
T T\
@ @ @ @
g

gf fg

Abbildung 3: G = G und G = GP

3.28 Definition: Sei B eine r X r-Matrix mit Nullen und Finsen als Eintrégen,
oder #quivalent dazu, die Ubergangsmatrix eines Graphen G, so dass zZwischen
zweil beliebigen Knoten hdchstens eine Kante verlduft. Der Knotenshift Xp =
X¢ ist der Shiftraum iiber dem Alphabet A ={1,2,...,r}, definiert durch

)?B = )Z'G = {x = (2;)iez € A% . By, = 1 fiir allei € Z}.

Die Knotenshiftabbildung ist die Einschrédnkung der Shiftabbildung auf X B =
X¢ und wird mit g = 0 bezeichnet.

Nach Satz [3.14] ist jeder Kantenshift ein 1-Schritt-Shift. Das folgende Resultat
zeigt den Zusammenhang zwischen Kantenshifts, Knotenshifts und 1-Schritt-
Shifts.

3.29 Satz: Es gelten folgende Aussagen:

(1) Bis auf Umbenennung der Symbole sind die 1-Schritt-Shifts dasselbe wie
die Knotenshifts.

(2) Bis auf Umbenennung der Symbole ist jeder Kantenshift ein Knotenshift
(eines anderen Graphen).

(3) Ist X ein M-Schritt-Shift, dann ist X [M] ein 1-Schritt-Shift oder, dquiva-
lent, ein Knotenshift. In der Tat gibt es einen Graphen G mit XM = X,
und XM+ = X,

Beweis: Der Knotenshift X  ist der Shift, der durch die Menge F = {ij : B;; =
0} von verbotenen 2-Blécken definiert wird, also ein 1-Schritt-Shift. Umgekehrt
ist jeder 1-Schritt-Shift bis auf Umbenennung der Symbole ein Knotenshift.
Ist ndmlich X = Xz, wobei F aus 2-Blocken besteht, dann kann X als der
Knotenshift Xpg betrachtet werden, wobei B die 0-1-Matrix ist, die durch das
Alphabet von X indiziert wird mit B;; = 0 genau dann, wenn ¢j € F. Dies
beweist (1).
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Aussage (2) folgt aus (1) und Satz

Die erste Aussage in (3) folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass jeder (M + 1)-
Block in X als 2-Block in X! betrachtet werden kann. Um die zweite Aussage
zu beweisen, verwenden wir den im Beweis von Satz[3.23| konstruierten Graphen.
(Die Details werden ausgelassen.) O

Teil (2) des obigen Satzes besagt, dass jeder Kantenshift auch als Knotenshift
betrachtet werden kann. Um direkt zu sehen, wie das funktioniert, beginnen wir
mit einem Kantenshift X4 mit Ubergangsmatrix A und bezeichnen mit £ die
Menge der Kanten des Graphen. Es gibt 1.7 Ajy Elemente in £. Wir bilden
die durch &€ indizierte 0-1-Matrix B durch

1 falls t(e) = i(f),
Bey -—{ 0 falls t(e) #i(f).

Dann ist X B eine Version von X 4, in der die Kanten von G 4 den Knoten von
G p entsprechen; im Wesentlichen gilt Xp = X4 und G = GE].

Da es einfacher erscheint mit 0-1-Matrizen zu arbeiten als mit allgemeinen nicht-
negativen ganzzahligen Matrizen, warum verwenden wir dann nicht ausschlief3-

lich Knotenshifts statt Kantenshifts? Dafiir gibt es zwei Griinde. Der erste ist
ein 6konomischer. Driicken wir z.B. den Kantenshift der Ubergangsmatrix

(3]

als Knotenshift aus, so erhalten wir die viel gréflere Matrix

0 0 0

O~ P, OO -
O R OO+~ +
O, PR OO~~~
O = = O O = = =
= =0 O = ==
R o O, OO
—_ 0 O = OO
_ 0 O == OO

0

Der zweite Grund ist, dass gewisse natiirliche Operationen wie z.B. die Potenz-
bildung die Eigenschaft, 0-1-Matrix zu sein, nicht erhalten. Diese Operation
wird z.B. benétigt, wenn man den wie folgt definierten hoheren Potenzgraphen
verwendet.

3.30 Definition: Sei G ein Graph und N > 1 eine ganze Zahl. Dann definieren
wir den N-ten hoheren Potenzgraphen GV von G mit Knotenmenge V(GV) :=
V(G) mit genau einer Kante von I nach J fiir jeden Pfad in G der Linge N von
I nach J.

Folglich gilt G' = G, wihrend G typischerweise mehr Kanten als G hat, wenn
N grof} ist.
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3.31 Satz: Sei G ein Graph mit Ubergangsmatrix A¢. Dann ist die Ubergangs-
matrix des N-ten hoheren Potenzgraphen GV die N-te Potenz von Ag, also

Agn = AX.
Dariiberhinaus gilt Xgnv = (Xg)™.

Beweis: Nach Definition haben GV und G dieselbe Knotenmenge. Nach Satz
3.19 gibt es fiir Knoten I und J in G genau (AY);; Pfade der Léinge N von
I nach J und dies ist die Anzahl der Kanten in G von I nach J. Daher gilt
Agn = AY.

Sowohl Xgn als auch (X¢)Y haben ein Alphabet, das aus Pfaden der Linge N
in G besteht, und eine bi-unendliche Folge solcher Pfade ist in Xgn~ (dquivalent,
in (Xg)Y) genau dann, wenn sie einen bi-unendlichen Pfad auf G beschreibt.
Daher gilt Xov = (Xg)V. O
Es gibt einen engen Zusammenhang zwischen den Shifts, die wir in diesem Ab-
schnitt betrachten und Markov-Ketten (aus der Wahrscheinlichkeitstheorie).

3.32 Definition: Sei S eine endliche Menge. Eine Markov-Kette p auf S ist
gegeben durch eine Zuordnung von Zustandswahrscheinlichkeiten p(I) > 0 fiir
alle I € S und bedingten Wahrscheinlichkeiten u(J|I) > 0 fiir alle I, J € S, so

dass
> ou) =1

IeS

und
S u(JI) =1 firallel € 8.
Jes

Die Idee ist, dass S die Menge der moglichen Ausgéinge eines Experiments dar-
stellt, die auch Zustdnde genannt werden. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine
Folge Iy ... I, von Ausgingen beobachtet wird, ist definiert als

pwloly ... 1) = p(lo)u(LilLo) (12| 11) - - p(Ln|Ln—1).

Gegeben, dass eine gewisse Folge Ipl;...1I,_1 von Ausgingen bereits aufge-
taucht ist, ist die Wahrscheinlichkeit, dass der néchste Ausgang eine bestimmtes
I, ist,

/L(Io[l N In—l)

und héngt folglich nur von dem vorherigen Ausgang I,,_1 ab.

= N(Inun—l)

Jeder Markov-Kette kann ein Graph G = (V, &) zugeordnet werden, der wie
folgt definiert ist. Die Knoten von G sind die Zusténde in S mit positiver Wahr-
scheinlichkeit, also

Vi={IeS : ul) >0}

31



und die Kanten in G sind die Uberginge von einem Zustand in einen anderen,
die positive Wahrscheinlichkeiten haben, also

E={,J) : u(J|I)>0}.

In G gibt es hochstens eine Kante zwischen jedem Paar von Knoten. Daher
sind die Ausgangsfolgen mit positiver Wahrscheinlichkeit genau die Zustands-
folgen der Pfade im Graphen G, mit anderen Worten die Blécke, die in der
Sprache des Knotenshifts X vorkommen. Folglich ist ein Knotenshift eine ,ex-
tremale“ Version einer Markov-Kette in dem Sinne, dass er nur eine Menge von
erlaubten Ausgangsfolgen festlegt ohne Auskunft iiber die Wahrscheinlichkeiten
zu geben. Aus diesem Grunde wurden Knotenshifts urspriinglich intrinsische
Markov-Ketten oder topologische Markov-Ketten genannt.

Nun betrachten wir einen beliebigen Graphen G = (V, £), der mehrere Kanten
zwischen jedem Knotenpaar haben darf. Legen wir Zustandswahrscheinlichkei-
ten fiir die Knoten in V und bedingte Wahrscheinlichkeiten fiir die Kanten in £
fest, dann konnen wir Wahrscheinlichkeiten fiir die Pfade in G definieren.

3.33 Definition: Eine Markov-Kette auf einem Graphen G = (V, &) ist eine
Zuordnung von Wahrscheinlichkeiten p(I) > 0 fiir alle I € V und bedingten
Wahrscheinlichkeiten p(eli(e)) > 0 fiir alle e € £, so dass

dou) =1

Iev

und
> plell)=1 firalle I €V.
e€ly

Fiir eine Markov-Kette auf einem Graphen G definieren wir die Wahrscheinlich-
keit eines Pfads e; ...e, durch

pler . en) = pliler))ulerfi(er))p(ezli(ez)) - - - plenli(en)).

Folglich repriisentieren die Kanten von G die Ausginge des Experiments und
die Pfade in G représentieren Folgen von Ausgéngen.

3.34 Bemerkung: Wir fordern nicht, dass die Wahrscheinlichkeiten, die wir
den Zustédnden und Zustandsiibergéingen zuordnen, positiv sind. Sind sie aber
alle positiv, dann sind die moéglichen Folgen genau die Blocke, die in der Sprache
von X auftauchen. Andernfalls sind die moglichen Folgen die Blocke, die in
der Sprache des Kantenshifts Xy auftauchen, der durch den Teilgraphen H
bestimmt ist, der aus allen Zustdnden mit positiver Wahrscheinlichkeit und
allen Kanten mit positiven bedingten Wahrscheinlichkeiten besteht.

Fiir eine Markov-Kette auf einem Graphen ist es iiblich, die Zustandswahr-

scheinlichkeiten ;(I) in einem Zeilenvektor zusammenzufassen, den wir die Zu-
standsverteilung nennen. Dies ist ein Vektor p, indiziert durch die Zustdnde von
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G, definiert durch
pr = u(I).

Es ist auch iiblich die bedingten Wahrscheinlichkeiten u(e|l) in einer quadrati-
schen Matrix zusammenzufassen, die wir die bedingte Wahrscheinlichkeitsmatrixz
nennen. Dies ist die Matrix P, ebenfalls durch die Zustéinde von G indiziert, de-
finiert durch
Pry:= Z w(ell), Ej] =&néE’.
ec&f

Der Vektor p ist ein Wahrscheinlichkeitsvektor, d.h. ein Vektor mit nichtne-
gativen Eintrdgen, deren Summe 1 ergibt. Die Matrix P ist eine stochastische
Matriz, d.h. eine Matrix mit nichtnegativen Eintrigen, deren Zeilensummen 1
ergeben.

Wir kénnen p und P verwenden, um gewisse natiirliche Groflen darzustellen, die
mit der Markov-Kette auf G zu tun haben. Zum Beispiel ist pP™ der Vektor,
dessen I-te Komponente die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller Pfade der
Lange m in G ist, die bei I beginnen.

3.4 Zustandsaufspaltung

Zustandsaufspaltung ist ein Verfahren, um neue Graphen aus einem gegebenen
Graphen zu konstruieren. Ausgehend von einer Partition der Kantenmenge wird
jeder Knoten aufgespalten in eine bestimmte Anzahl von abgeleiteten Knotenﬂ
Obwohl der resultierende Graph sehr anders aussehen kann als der urspriingliche
Graph, haben die beiden Graphen konjugierte Kantenshifts. Eine Motivation fiir
diese Konstruktion ist die Tatsache, dass sich jede Konjugation zwischen Kan-
tenshifts als Hintereinanderausfithrung von endlich vielen Zustandsaufspaltun-
gen und Inversen von Zustandsaufspaltungen (sogenannten Amalgamationen)
schreiben lésst.

Wir beschreiben zunéichst, wie man einen einzelnen Knoten aufspalten kann.
Sei G ein Graph mit Knotenmenge V und Kantenmenge £. Wir wihlen einen
Knoten I € V und nehmen zunéchst an, dass es bei I keine Schleifen gibt. Die
Menge & der Kanten, die bei I beginnen, wird in zwei disjunkte Teilmengen £}
und €7 zerlegt. Wir konstruieren einen neuen Graphen H, basierend auf dieser
Zerlegung, wie folgt.

Die Knoten von H sind die von G mit der Ausnahme, dass I durch zwei Knoten
I' und I? ersetzt wird, d.h.

W =V(H) = WV\{I}) u{I". I*}.

Fiir jedes e € &£¢ (i € {1,2}) zeichne eine Kante in H von I® nach t(e), die
ebenfalls den Namen e trégt. (Beachte, dass t(e) # I, da wir annehmen, dass

SDie Begriffe Knoten und Zustand werden hier synonym verwendet. Wir kénnten auch von
einer Knotenaufspaltung sprechen.
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es bei I keine Schleifen gibt.) Fiir jede Kante f € &, die bei J beginnt und
bei I endet, zeichne zwei Kanten, genannt f' und f2, in H, wobei f! von J
nach I' und f2? von J nach I? verlduft. Alle anderen Kanten in G werden ohne
Anderung nach H iibertragen.

]
L
]
L

Abbildung 4: Zustandsaufspaltung an einem Knoten

Wir nehmen an, dass H aus G durch Aufspaltung eines Zustands I, wie oben
beschrieben, entsteht. Dann konstruieren wir eine Konjugation zwischen den
Kantenshifts Xg und Xg. (Zur Erinnerung: £ bezeichnet die Menge der bei
I endenden Kanten.) Definiere die 1-Blockabbildung ¥ : By (Xy) — Bi(X¢g)
durch U(f?) := f, falls f € & und ¥(e) := e, falls e ¢ L. Mit anderen
Worten: ¥ entfernt einfach die Indizes. Man iiberlegt sich leicht, dass durch die
Entfernung von Indizes Pfade in H auf Pfade in G abgebildet werden, so dass
U einen 1-Blockcode 9 = ¥, : Xy — X induziert (d.h. der von ¥ induzierte
Blockcode bildet nach X¢ ab).

Umgekehrt definieren wir eine 2-Blockabbildung ® : By(Xg) — B1(Xpy) durch
f falls f ¢ &,
O(fe):=<{ f! falls f €& und e € &}, (6)
f? falls fe &l und e € £2.

Die Abbildung ® ,sieht“ also das jeweils nichste Symbol voraus und fiigt einen
Index hinzu, abhéngig davon, was sie sieht. Man kann leicht zeigen, dass ®
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Pfade in G auf Pfade in H abbildet, so dass ® einen gleitenden Blockcode
¢ = Dy : Xg — Xy mit Gedichtnis 0 und Antizipation 1 induziert.

Da Hinzufiigen und anschlieendes Entfernen von Indizes keinen Effekt hat, gilt
Y(o(z)) = z fir alle z € Xg. Umgekehrt sind alle Indizes eindeutig bestimmt
durch @, da &} und €% die Menge &' partitionieren, so dass ¢(¢(y)) = y fiir
alle y € Xp. Folglich ist ¢ eine Konjugation von X4 nach Xpg.

3.35 Beispiel: Die Wirkung von ¢ und v auf typischen Punkten z € Xs und
y € Xy sieht wie folgt aus.

z=...dadbdce.adcebd ...

o|]v
y=...d'ad®bd*cel .ad®ce?b ...

Beachte, dass in y das letzte d ausgelassen wird, weil es von dem Symbol
abhéngt, das in x nach dem letzten d kommt.

Das allgemeine Zustandsaufspaltungsverfahren verallgemeinert das soweit dar-
gestellte in zwei Richtungen: Die Kanten, die bei einem gegebenen Knoten be-
ginnen, konnen in beliebig viele Teilmengen partitioniert werden statt nur in
zwei, und die Aufspaltung kann simultan bei allen Knoten statt nur bei einem
stattfinden. Hierbei sind auch Schleifen erlaubt.

3.36 Definition: Sei G ein Graph mit Knotenmenge V und Kantenmenge .
Fiir jeden Knoten I € V sei Py = {£1,E2,... ,S}W(I)} eine Partition von &j,
wobei m(I) > 1. Sei P = |J;¢y, Pr die resultierende Partition von . Der zu-
gehérige Zustandsaufspaltungsgraph GIP! hat die Knoten I',I2,... 1™ wo-
bei I alle Knoten in V durchlduft, und die Kanten e’, wobei e eine Kante in &£
ist und 1 < j < mf(t(e)). Falls e € € von I nach J verlduft, dann ist e € £}
fiir ein 4, und wir definieren den Anfangs- und Endknoten von e’ in GIP! durch
i(e?) := I* und t(e?) := J7, d.h. €’ verlduft von I' nach J7. Eine elementare
Zustandsaufspaltung von G bei I liegt vor, wenn m(I) = 2 und m(J) = 1 fiir
alle J # I.

Da in der Konstruktion von G[%! eine Partition der von den Knoten ausgehenden
Kanten verwendet wird, wird G[P! manchmal als Out-Split-Graph bezeichnet.
Es gibt einen entsprechenden Begriff eines In-Split-Graphen, der eine Partition
der eingehenden Knoten verwendet.

3.37 Definition: Sei G ein Graph mit Knotenmenge V und Kantenmenge &.
Fiir jeden Knoten J € V zerlege £/ in disjunkte Mengen &, &5, ..., &, ;) mit
m(J) > 1. Sei P die resultierende Partition von £. Der In-Split-Graph Gp) hat
die Knoten Jy, Ja, ..., (1), wobei J die Knoten von V durchlduft, und Kanten
e;, wobei e eine beliebige Kante in £ ist und 1 < i < m(i(e)). Fallse € £ von I
nach J verlduft, dann ist e € 5]‘] fiir ein j und wir definieren den Anfangs- und
Endknoten von e; in Gip) durch i(e;) := I; und t(e;) := J;.
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3.38 Satz: Wenn H aus G durch eine Zustandsaufspaltung entsteht, dann sind
die Kantenshifts Xy und X¢ konjugiert.

Beweis: Der Satz ist richtig fiir In-Split- und fiir Out-Split-Graphen. Wir fithren
den Beweis jedoch nur fiir Out-Split-Graphen. Unter Verwendung der Notation
aus Definition nehmen wir an, dass H = G[P! fiir eine Partition P der
Kanten von G. Wir definieren eine 1-Blockabbildung ¥ : B1(Xpg) — Bi(Xg)
durch U(e’) := e. Ist e/ f¥ € By(Xp), so gilt ef € Ba(Xg). Deshalb bildet ¥
Pfade in H auf Pfade in G ab. Der induzierte gleitende 1-Blockcode 1 = W,
erfiillt also ¢¥(Xg) C Xg.

Nun definieren wir eine 2-Blockabbildung ® : By(Xg) — Bi(Xpy). Gilt fe €
B2(X¢), so ist e in genau einer der Mengen &£’ enthalten und wir definieren
®(fe) := f7. Wie ¥ bildet auch ® Pfade auf Pfade ab, denn aus fe,eg € Ba(X¢)
mit e € & und g € EF- folgt ®(fe) = f7, ®(eg) = €* und fle* € By(Xy), da
t(f7) = JJ = i(e*). Folglich induziert ® einen gleitenden Blockcode ¢ = o :

Xe = Xg. Ist x=...e_1e0e1... € Xg, so hat ¢(z) die Form
p(x) = .. .ej:feéoe{l ce
so dass ¥(¢(x)) = x. Ist umgekehrt y = ...’ 7! eel ... e Xy, so gilt
Y(y) =...e_1ep€71 . ...
Jit1

Da egi e;\") ein 2-Block in Xp ist, gilt €;41 € Sggei). Folglich gilt ®(e;e;+1) = e‘gi
fir alle i € Z, woraus ¢(¢(y)) = y folgt. Also sind X und Xy konjugiert.
]

3.39 Bemerkung: Der Beweis zeigt insbesondere Folgendes: Ist H ein Out-
Split-Graph von G, so existiert ein 1-Blockcode Xy — Xg; dieser wird auch
als Out-Amalgamation-Code bezeichnet. Der zu diesem inverse 2-Blockcode
Xe — Xy mit Gedéchtnis 0 und Antizipation 1 wird auch als OQut-Splitting-
Code bezeichnet. Ist H stattdessen ein In-Splitting von G, so gibt es einen In-
Amalgamation-Code mit einem 2-Blockcode mit Gedéchtnis 1 und Antizipation
0 als Inversem, genannt In-Splitting-Code.

Aus obigem Satz folgt: Wenn ein Graph H aus einem Graphen G durch ei-
ne Folge von Splitting- und Amalgamationscodes erzeugt werden kann, dann
sind X¢ und Xy konjugiert. Die zugehorige Konjugation ist eine Hintereinan-
derschaltung von Splitting- und Amalgamationscodes. Ein wichtiges Resultat
in der Theorie der symbolischen dynamischen Systeme besagt, dass umgekehrt
jede Konjugation zwischen Shifts von endlichem Typ als eine solche Hinterein-
anderschaltung geschrieben werden kann (siehe [T Ch. 7]).

Um zu beschreiben, wie eine Zustandsaufspaltung die Ubergangsmatrix eines
Graphen transformiert, fithren wir folgenden Begriff ein.
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3.40 Definition: Sei G ein Graph und H = GP! der Zustandsaufspaltungs-
graph, der aus G durch die Partition P entsteht. Seien V = V(G) und
W = V(H). Die Divisionsmatrix D fiir P ist die V x W-Matrix, definiert durch

Do 1 falls I =J,
17" =Y 0 andernfalls.

Die Kantenmatrix F fiir P ist die W x V-Matrix, definiert durch

EIk-J = |(€}€ ﬂng

Die Divisions- und Kantenmatrizen kénnen verwendet werden, um die Uber-
gangsmatrizen der Graphen G und H = G[P! zu berechnen.

3.41 Satz: Sei G ein Graph und H = GP! der Zustandsaufspaltungsgraph,
der aus G durch die Partition P entsteht. Falls D die Divisions- und E die
Kantenmatrix fiir P ist, gilt

DE:AG und ED:AH

Beweis: Es gilt

m(I) m(I)
(DE);; = Y DipEpy= Y Epy
=1 =1
m1) m(1)
= Y lgnel| = & | néel|=lernel| = (Aa)1.
=1 =1

Dabher gilt DE = Ag. Die Giiltigkeit der anderen Formel sieht man wie folgt:

(ED)piyi = EpjDjy=Ep;
= [&in€l| =1 nE” | = (An)pss.
Die vorletzte Gleichheit gilt, da bei der Zustandsaufspaltung aus jeder Kante in

EL die bei J endet, genau eine Kante entsteht, die bei &7, beginnt und bei Ei
endet (fiir alle j € {1,...,m(J)}). O

4 Sofische Shifts

Beschriften wir die Kanten eines Graphen G mit Symbolen aus einem Alphabet
A, wobei mehrere Kanten dieselbe Beschriftung haben diirfen, so liefert jeder
bi-unendliche Pfad auf G einen Punkt im vollen Shift 4%. Die Menge aller dieser
Punkte wird als sofischer Shift bezeichnet.

Sofische Shifts sind aus verschiedenen Griinden wichtig. Wir werden u.a. bewei-
sen, dass es sich bei den sofischen Shifts genau um die Faktoren der Shifts von
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Abbildung 5: Ein beschrifteter Graph

endlichem Typ handelt. Daraus folgt, dass die Klasse der sofischen Shifts die
kleinste Menge von Shifts ist, die alle Shifts von endlichem Typ enth&lt und un-
ter Faktorbildung abgeschlossen ist. Sofische Shifts entsprechen den regulidren
Sprachen in der Automatentheorie. Sofische Shifts und Shifts von endlichem
Typ sind auBerdem natiirliche Modelle fiir Informationsspeicherung und -iiber-
tragung.

4.1 Darstellung sofischer Shifts

Wir beginnen mit der Definition beschrifteter Graphen.

4.1 Definition: Ein beschrifteter Graph G ist ein Paar (G, L), wobei G ein
Graph mit Kantenmenge £ ist und die Beschriftung £ : £€ — A jeder Kante
e ein Symbol L(e) aus einem endlichen Alphabet A zuordnet. Der G zugrun-
deliegende Graph ist G. Ein beschrifteter Graph heifit irreduzibel, falls sein
zugrundeliegender Graph irreduzibel ist.

Die Beschriftung £ kann eine beliebige Zuordnung von Symbolen (die wir in
diesem Zusammenhang auch Buchstaben nennen) aus einem Alphabet A sein.
Ein Extrem liegt vor, wenn A = & und L(e) = e fiir alle e € &, d.h. die
Kanten werden eins-zu-eins durch ihre Namen beschriftet. Das andere Extrem
besteht in der Beschriftung aller Kanten durch einen einzigen Buchstaben a eines
einelementigen Alphabets, so dass L(e) = a fiir alle e € £&. Wir kénnen ohne
Einschrankung der Allgemeinheit stets davon ausgehen, dass die Beschriftung
L eine surjektive Abbildung ist, da die Buchstaben, die nicht im Bild von £
liegen, keine Rolle spielen.

So wie ein Graph G durch seine Ubergangsmatrix Ag beschrieben wird, hat ein
beschrifteter Graph G eine symbolische Ubergangsmatriz Ag. Der Eintrag an der
Stelle (I,.J) von Ag enthilt die formale ,Summe* der Buchstaben aller Kanten
von I nach J, oder das Symbol @, falls es keine solchen Kanten gibt.

Fiir den Graphen in Abbildung [5| ergibt sich als symbolische Ubergangsmatrix

Ag=|:z “;b].
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Es gibt einen zu Graphenhomomorphismen analogen Begriff fiir beschriftete
Graphen, der fordert, dass die Namen der Kanten erhalten bleiben.

4.2 Definition: Seien G = (G,L¢g) und H = (H,Ly) beschriftete Graphen,
wobei Lo und Ly Werte in demselben Alphabet A haben. Ein Homomor-
phismus beschrifteter Graphen von G nach H ist ein Graphenhomomorphismus
(09,®) : G — H, so dass Li(®(e)) = Lg(e) fiir alle Kanten e € £(G). In
diesem Fall schreiben wir (0®,®) : G — H. Falls 0® und ® beide bijektiv sind,
heiit (0P, ®) Isomorphismus beschrifteter Graphen. Zwei beschriftete Graphen
sind isomorph, falls ein Isomorphismus (beschrifteter Graphen) zwischen ihnen
existiert.

Ist G = (G, L) ein beschrifteter Graph, so kann £ dazu verwendet werden, Pfade
und bi-unendliche Pfade auf G zu beschriften. Wir definieren die Beschriftung
eines Pfads m = ejeq ... e, als

L(m):=L(e1)L(e2) ... L(en).

Dies ist ein n-Block iiber A, den wir manchmal als Beschriftungsblock bezeich-
nen werden. Fiir jeden leeren Pfad 7 in G definieren wir £L(e5) := € (der leere
Block iiber A).

Ist £ =...e_jegeq ... ein bi-unendlicher Pfad auf G, so dass £ € X, so definie-
ren wir die Beschriftung von & als

Lo (f) =... E(e_l)ﬁ(eo)/l(el) L€ .AZ.
Die Menge aller Folgen £, (§) mit £ € X wird bezeichnet mit
Xg={ze A" : z=_L( fiirein { € Xg} = Loo(Xg).

4.3 Definition: FEine Teilmenge X eines vollen Shifts A” heifit sofischer Shift,
falls ein beschrifteter Graph G existiert, so dass X = Xg. Eine Darstellung eines
sofischen Shifts X ist ein beschrifteter Graph G mit X = Xg. Die Einschrdnkung
der Shiftabbildung auf X¢g wird mit og bezeichnet.

4.4 Bemerkung: Die Bezeichnung ,,sofisch“ stammt von dem israelischen Ma-
thematiker B. Weiss und ist von dem hebraischen Wort fiir ,,endlich* abgeleitet.

Es ist wichtig zu verstehen, dass ein und derselbe sofische Shift verschiedene
nicht-isomorphe Darstellungen haben kann. In Abbildung [f] sind vier Darstel-
lungen des vollen 2-Shifts abgebildet, von denen keine zwei isomorph zueinander
sind.

Ist X ein sofischer Shift, G = (G, L) eine Darstellung von X und w ein Block
in B(X), so sagen wir, dass ein Pfad 7 in G eine Darstellung von w ist, falls
L(7) = w. Ein Block kann durch mehrere Pfade dargestellt werden. Zum Beispiel
hat der Pfad 010001 im vierten Graphen in Abbildung[6]drei Darstellungen, eine
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Abbildung 6: Nicht-isomorphe Darstellungen des vollen 2-Shifts

fiir jeden Knoten als Anfangsknoten des Pfades. Ist © € Xg, so nennen wir einen
bi-unendlichen Pfad 7 auf G eine Darstellung von z, falls L, (7) = x. Wie bei
den (endlichen) Pfaden kénnen mehrere Darstellungen existieren.

Nun beweisen wir, dass ein sofischer Shift tatsichlich stets ein Shift ist.
4.5 Satz: Sofische Shifts sind Shifts.

Beweis: Sei X ein sofischer Shift iiber A und G = (G, £) eine Darstellung von
X. Dann induziert £ : £ — A einen 1-Blockcode Lo, : X¢ — Xg. Dessen Bild
X = L(X¢) ist nach Satz ein Shift. O

Kantenshifts sind sofische Shifts, denn wir kénnen einfach die Kantenmenge &
als Alphabet und die Identitdt £ : £ — &£ verwenden. Das folgende Resultat
zeigt, dass alle Shifts von endlichem Typ sofisch sind.

4.6 Satz: Jeder Shift von endlichem Typ ist sofisch.

Beweis: Sei X ein Shift von endlichem Typ. Nach Satz[3.4]ist X ein M-Schritt-
Shift fiir ein M > 0. Im Beweis von Satz wird ein Graph G konstruiert,
so dass Xg = XM+, Dabei sind die Knoten in G gerade die erlaubten M-
Blocke in X und es gibt eine Kante e von ajas...ap nach biby...by genau
dann, wenn as...apy = by...by—1. In diesem Fall bezeichnen wir die Kante
e mit aj ...apby und wir beschriften e durch £(e) := ay. Dies liefert einen
beschrifteten Graphen, von dem wir zeigen werden, dass er eine Darstellung
von X ist.
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Abbildung 7: Ein beschrifteter Graph mit strikt sofischem Shift

Sei Bare1 : X — XIMHU = X der hohere Blockcode, den wir durch

Br+1(T) () = T(s,iq0)

definiert hatten. Da L(x[;;40]) = 4, gilt Loo(Bum41(x)) = o fiir alle 2 € X,
woraus X C Xg folgt. Umgekehrt hat jeder Punkt &€ € Xg = XM+ die Form
& = Byryi(x) fiir ein x € X, so dass Loo(§) = Loo(Br+1(z)) = 2 € X. Folglich
gilt Xg = Loo(Xg) C X, also X = Xg. O

Der 1-Blockcode in obigem Beweis ist also die Inverse der Konjugation Bps41.

4.7 Beispiel: Nicht alle sofischen Shifts sind von endlichem Typ. Dazu betrach-
ten wir den beschrifteten Graphen in Abbildung [7} Dies ist der Shift X = Xr
mit F = {102"*!1 : n > 0}, von dem wir gezeigt haben, dass er nicht von
endlichem Typ ist (siehe Beispiel .

4.8 Definition: FEin sofischer Shift, der kein Shift von endlichem Typ ist, heifit
strikt sofisch.

Der folgende Satz charakterisiert diejenigen sofischen Shifts, die von endlichem
Typ sind.

4.9 Satz: Ein sofischer Shift X ist ein Shift von endlichem Typ genau dann,
wenn es eine Darstellung G = (G, L) von X gibt, so dass L, eine Konjugation
ist.

Beweis: Ist X ein sofischer Shift, der durch G = (G, £) dargestellt wird, so dass
L eine Konjugation ist, dann ist X durch £, zum Kantenshift X konjugiert,
der ein Shift von endlichem Typ ist. Nach Satz ist dann X selbst ein Shift
von endlichem Typ.

Sei nun umgekehrt X ein Shift von endlichem Typ. Dann betrachten wird den
im Beweis von Satz konstruierten beschrifteten Graphen, fiir den L., eine
Konjugation ist. O

Das folgende Beispiel zeigt, dass nicht jeder Shift sofisch ist. Tatséchlich gibt es
nur abzihlbar unendlich viele sofische Shifts iiber einem Alphabet A (Ubungs-
aufgabe auf Blatt 5).
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4.10 Beispiel: Sei X C {a,b,c}? der Shift, der aus denjenigen Punkten x €
{a,b,c}? besteht, in denen ein Block der Form ab™c"a nur dann vorkommt,
wenn m = n. Wir nehmen an, X wire sofisch. Sei G = (G, £) eine Darstellung
von X. Sei r die Anzahl der Knoten in G. Da w = ab"t'c¢"Ha erlaubt ist,
gibt es einen Pfad 7 in G, der w darstellt. Sei 7 der Teilpfad von 7, der b"+!
darstellt. Da G nur r Knoten hat, miissen mindestens 2 Knoten in 7 identisch
sein. Daher kénnen wir 7 = 77973 schreiben, wobei 75 ein geschlossener Pfad
ist (falls der erste oder der letzte Knoten in 7 einer der wiederholten Knoten
ist, dann ist 71 oder 73 der leere Pfad). Dann wiire auch 7/ = 71797973 ein
Pfad. Indem wir 7 durch 7/ in 7 ersetzen, erhalten wir einen Pfad 7’ in G mit
L(7") = ab™1+35cm g, wobei s die Linge von 73 ist. Aber dieser Block ist nicht
erlaubt. Darum kann X nicht sofisch sein.

Die folgende Grafik zeigt, wie die bisher eingefiihrten Klassen von Shifts inein-
ander enthalten sind.

Shiftraume
Sofische
Shifts
Shifts .
von Volle Kontextfreier
endlichem | gy o Shift
Typ Voller
L]
Goldener 2"
Schnittr Shift
Shift
.
Geradzahliger
Shift

Abbildung 8: Verschiedene Klassen von Shifts

Dabei geben wir den in den Beispielen[2.5{2), [2.5{3) und eingefiihrten Shifts

Namen:

e Goldener-Schnitt-Shift: X = Xz iiber A= {0,1} mit F = {ll}m
e Geradzahliger Shift: X = Xz iiber A = {0,1} mit F = {10*"*11:n > 0}.

e Kontextfreier Shift: X = Xz iiber A = {a,b,c} mit F = {ab"c™a : n #

"Eine Begriindung dieses Namens folgt in Beispiel
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4.2 Charakterisierungen sofischer Shifts

In diesem Unterabschnitt werden wir zwei verschiedene Charakterisierungen der
sofischen Shifts geben. Die erste liefert der folgende Satz.

4.11 Satz: Ein Shift X ist sofisch genau dann, wenn er ein Faktor eines Shifts
von endlichem Typ ist.

Beweis: Wir nehmen zunéchst an, dass X sofisch ist und betrachten eine Dar-
stellung G = (G, £) von X. Die 1-Blockabbildung £ induziert einen gleitenden
Blockcode L, : X¢ — Xg, der nach Definition surjektiv ist. Daher ist X = Xg
ein Faktor eines Kantenshifts, der nach Satz [3.14] von endlichem Typ ist.

Umgekehrt nehmen wir nun an, dass X ein Shift ist, fiir den es einen Shift Y
von endlichem Typ und einen Faktorcode ¢ : Y — X gibt. ¢ habe Gedéchtnis m
und Antizipation n. Dann wird ¢ von einer Blockabbildung ® auf B, m11(Y)
induziert. Wenn wir bei Bedarf m durch eine gréflere Zahl ersetzen, konnen wir
annehmen, dass Y ein (m + n)-Schritt-Shift ist.

Definiere ¢ : Y — Y™+ 41 durch

1/1@) [i] *= Yli—m,i+n]-

(¢ ist fast dasselbe wie die hohere Blockabbildung £, 4n+1, aufler dass wir die
Koordinaten von y vom Index ¢ — m statt ¢ beginnend verwenden.) Da Y ein
(m + n)-Schritt-Shift ist, gibt es nach Satz einen Graphen G mit Kanten,
die mit Blocken aus B, n41(Y) beschriftet sind, so dass Y"1 = X, Wir
definieren die Beschriftung £ auf G durch L(e) := ®(e). Wir werden zeigen,
dass G = (G, L) eine Darstellung von X ist und damit beweisen, dass X sofisch
ist. Dazu stellen wir zunéchst fest, dass das folgende Diagramm kommutiert:

Z ylm+n+1] — X

Ist ndmlich y € Y, dann gilt ¢(y)1;) = P(Yi—m,itn)) und
Loo (W y))a = LOW)1a) = PYli—m,itn))-

Da v eine Konjugation ist, sind die Bilder von ¢ und £, identisch. Folglich gilt
X =¢(Y) = Lo(Xg), so dass G eine Darstellung von X ist. O

4.12 Korollar: Ein Faktor eines sofischen Shifts ist sofisch. Folglich ist die
Klasse aller sofischen Shifts abgeschlossen unter Faktorbildung.

Beweis: Sei ¢ : Y — X ein Faktorcode und sei Y sofisch. Nach dem obigen
Satz gibt es einen Faktorcode ¥ : Z — Y mit einem Shift Z von endlichem Typ.
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Abbildung 9: Graph fiir Nachfolgermengen-Beispiel

Da ¢ o1 : Z — X ein Faktorcode ist (siche Losung von Ubungsaufgabe 3 auf
Blatt 2), folgern wir, dass X sofisch ist. O

Das néchste Korollar folgt unmittelbar.
4.13 Korollar: Ist X konjugiert zu einem sofischen Shift, so ist X sofisch.

Als néchstes leiten wir ein Sprachen-basiertes Kriterium fiir sofische Shifts her.
Dazu zunéchst folgende Definition:

4.14 Definition: Sei X ein Shift und w ein Block in B(X). Dann definieren
wir die Nachfolgermenge von w als

Fx(w):={veB(X) : wveB(X)}.
Ferner definieren wir die Menge aller Nachfolgermengen
Cx ={Fx(w) : weBX)}.

4.15 Bemerkung: Die Mengen Fx(w) sind in der Regel unendlich, wiahrend
die Menge Cx oft endlich ist.

4.16 Beispiel: Sei G der Graph in Abbildung [J] und X = X mit Alphabet
{e, f,g,h}. Ist 7 ein Pfad auf G, dann ist die Nachfolgermenge von 7 die Menge
aller Pfade, die bei t(7) beginnen. Sei Cy die Menge der bei 0 beginnenden und
C die Menge der bei 1 beginnenden Pfade. Dann gilt Cx = {Cy, C4}, z.B.

Fx(e) = Fx(fg)= Fx(hhgee) = Co,
Fx(f) = Fx(gefh) = Fx(h'") =C.

Dieselbe Uberlegung zeigt: Ist G ein wesentlicher Graph mit » Knoten, dann
enthilt Cx, genau r Mengen, eine fiir jeden Knoten.

4.17 Beispiel: Sei A = {a,b, c} und X der kontextfreie Shift, der ab™c¥a genau
dann enthélt, wenn m = k. Dann ist cfa € Fy (ab™) genau dann, wenn k = m.
Folglich sind fiir m = 0, 1,2, ... die Nachfolgermengen Fyx (c¥a) alle verschieden
voneinander und Cyx ist unendlich.
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Sei X ein Shift tiber A, so dass Cx endlich ist. Dann konstruieren wir einen
beschrifteten Graphen G = (G, L) wie folgt: Die Knotenmenge ist V = Cx.
Sei C = Fx(w) € V und a € A. Ist wa € B(X), so ist Fx(wa) € V, also
Fx(wa) = C" € V. Zeichne in diesem Fall eine Kante von C' nach C’ mit der
Beschriftung a. Ist wa ¢ B(X), zeichne keine Kante. Der Graph G entsteht,
indem wir fiir alle C' € Cx und a € A so vorgehen.

Man macht sich leicht klar, dass diese Konstruktion unabhéngig von den gew#hl-
ten Représentanten w der Mengen C' € Cx ist.

4.18 Definition: Sei X ein Shift iiber A, so dass Cx endlich ist. Dann heifit der
wie oben definierte beschriftete Graph G = (G, L) der Nachfolgermengengraph
von X.

4.19 Satz: Ist X ein Shift, so dass Cx endlich ist, dann ist G eine Darstellung
von X. Insbesondere ist X dann sofisch.

Beweis: Um zu zeigen, dass X = Xg, reicht es nach Satz zu beweisen, dass
B(X) = B(Xg).

Zuerst nehmen wir an, dass u = ajas...a, € B(Xg). Dann gibt es einen Pfad
7 im zugrundeliegenden Graphen G mit £(7) = u. Der Pfad 7 beginne beim
Knoten F'x(w). Die Definition von G zeigt, dass wa; € B(X) und dann, dass
wayrag € B(X), usw., so dass wajas . .. an, = wu € B(X). Folglich gilt u € B(X)
und damit B(Xg) C B(X).

Um die umgekehrte Inklusion zu zeigen, sei u € B(X). Indem wir iterativ Satz
2-9(1b) anwenden, sehen wir, dass es einen Block w gibt mit wu € B(X) und
|w| > |V(G)]. Nach Definition von G gibt es einen Pfad in G mit der Beschriftung
wu. Ein solcher Pfad kann als afvym geschrieben werden, wobei [ ein geschlos-
sener Pfad ist und 7 durch u beschriftet ist. Da 3 beliebig oft wiederholt werden
kann (siehe auch Beispiel und bei jedem Knoten von G mindestens eine
Kante beginnt, folgt, dass 7w zu einem bi-unendlichen Pfad in G erweitert werden
kann und folglich v zu B(Xg) gehort. O

4.20 Satz: Ein Shift X ist genau dann sofisch, wenn Cx endlich ist.

Beweis: Eine Beweisrichtung haben wir mit dem vorherigen Satz abgehandelt.
Um die andere zu beweisen, zeigen wir, dass Cx endlich ist, falls X sofisch ist.
Sei dazu G = (G, L) eine Darstellung von X . Fiir einen Block w € B(X) werden
wir Fx(w) mit Hilfe des beschrifteten Graphen G beschreiben. Betrachte dazu
alle Pfade in GG, die w darstellen und bezeichne mit 7" die Menge der Knoten,
bei denen diese Pfade enden. Dann ist F'x (w) die Menge der Beschriftungen von
Pfaden in G, die bei einem Knoten in 7" beginnen. Daher haben zwei Blocke mit
demselben T' dieselbe Nachfolgermenge. Da es nur endlich viele Teilmengen T'
der Knotenmenge von G gibt, ist Cx endlich. O
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4.3 Minimale rechtsauflésende Darstellungen

Eine rechtsauflésende Darstellung eines sofischen Shifts ist eine Darstellung, in
der alle Kanten, die bei demselben Knoten beginnen, verschiedene Beschriftun-
gen haben. Fiir einen irreduziblen sofischen Shift gibt es bis auf Isomorphie
genau eine rechtsauflésende Darstellung mit einer minimalen Anzahl von Kno-
ten. Auf diese Art kénnen wir einem solchen Shift eine Normalform zuordnen.

4.21 Definition: Fine rechtsauflésende Darstellung eines sofischen Shifts X
ist eine Darstellung G = (G, L), so dass fiir jeden Knoten I von G die Ein-
schrankung von L auf & injektiv ist. Das heil3t, verschiedene Kanten, die bei T
beginnen, haben verschiedene Namen.

Der Nachfolgermengengraph aus dem vorherigen Abschnitt ist nach Definition
eine rechtsauflésende Darstellung. Allerdings ist es schwierig, die Nachfolger-
mengen zu bestimmen. Im Beweis des folgenden Satzes présentieren wir eine
andere Konstruktion einer rechtsauflésenden Darstellung, die sogenannte Teil-
mengenkonstruktion.

4.22 Satz: Jeder sofische Shift hat eine rechtsauflésende Darstellung.

Beweis: Sei X ein sofischer Shift iiber einem Alphabet 4. Dann hat X eine
Darstellung G = (G, £), so dass X = Xg.

Wir konstruieren einen neuen beschrifteten Graphen H = (H, L') wie folgt. Die
Knoten Z von H sind die nichtleeren Teilmengen der Knotenmenge V(G). Ist
Z € V(H) und a € A, dann bezeichnen wir mit J die Menge aller Knoten,
bei denen Kanten enden, die in Z beginnen und die Beschriftung a tragen.
Mit anderen Worten: J ist die Menge aller von Z aus durch Kanten mit der
Beschriftung a erreichbaren Knoten. Ist J nichtleer, dann ist 7 € V(H) und
wir zeichnen eine Kante in H von Z nach J mit der Beschriftung a. Ist J leer,
so tun wir nichts. Indem wir so fiir alle Z € V(H) und a € A vorgehen, erzeugen
wir den beschrifteten Graphen H. Wir stellen fest, dass es fiir jeden Knoten
7 in H hochstens eine Kante mit einer gegebenen Beschriftung gibt, die bei 7
beginnt. Also ist ‘H rechtsauflésend.

Nun beweisen wir, dass X = Xg = X4. Dazu reicht es zu zeigen, dass B(Xg) =
B(X4). Zuerst nehmen wir an, dass w = ajas . ..a, € B(Xg). Seim =ejea...e,
ein Pfad in G, der w darstellt. Dann beginnt 7 bei einem Knoten [ in G. Sei
Ty = {I} und fiir 1 < k < n sei Z; die Menge der Knoten, bei denen Pfade
der Lange k enden, die bei I beginnen und die Beschriftung ajas ... a tragen.
Dann gilt t(ejes...er) € Iy, also ist Zy nichtleer und es gibt eine Kante in H
mit der Beschriftung ag von Z;_; nach Zj. Dies zeigt, dass es einen Pfad in H
mit der Beschriftung w gibt, so dass w € B(X3), und damit B(Xg) C B(Xy).

Um die umgekehrte Inklusion zu zeigen, nehmen wir an, dass u € B(Xy). Sei 7
ein Pfad in H, der u darstellt, bei Z beginnt und bei J endet. Die Konstruktion
von H zeigt, dass J die Menge aller Knoten in G ist, die von einem Knoten in
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Abbildung 10: Ein Graph und sein Teilmengengraph

T erreichbar sind mit einem Pfad der Beschriftung u. Da J # (), zeigt dies, dass
es einen Pfad in G gibt mit der Beschriftung u, so dass u € B(Xg). Folglich gilt
B(Xy) € B(Xg). O

4.23 Beispiel: Sei X der sofische Shift, der von dem linken beschrifteten Gra-
phen G in Abbildung[I0]dargestellt wird. Die Teilmengenkonstruktion liefert den
daneben abgebildeten beschrifteten Graphen . Dieser ist nicht irreduzibel, ob-
wohl G irreduzibel ist. Entfernen wir den Knoten {b} und die zugehorige Kante,
so erhalten wir einen irreduziblen Teilgraphen, der ebenfalls eine Darstellung
von X ist.

Die Konstruktion im Beweis von Satz liefert einen rechtsauflésenden be-
schrifteten Graphen H mit 2" — 1 Knoten, falls der Graph G r Knoten hat. Der
Preis, den man fiir eine solche rechtsauflésende Darstellung bezahlen muss, ist
ein gewaltiger Anstieg in der Anzahl der Knoten. Gliicklicherweise gibt es hédufig
einen Teilgraphen von H, der denselben sofischen Shift darstellt, wie in obigem
Beispiel.

4.24 Definition: FEine minimale rechtsauflésende Darstellung eines sofischen
Shifts X ist eine rechtsauflosende Darstellung mit einer minimalen Anzahl von
Knoten unter allen rechtsauflésenden Darstellungen.

4.25 Beispiel: Ist X der volle 2-Shift, dann ist der erste beschriftete Graph in
Abbildung[f]eine minimale rechtsauflésende Darstellung, da er nur einen Knoten
hat. Der zweite sowie der vierte rechtsauflésende Graph in derselben Abbildung
ist folglich keine minimale rechtsauflésende Darstellung von X. Ist G = (G, £)
eine beliebige minimale rechtsauflésende Darstellung von X, dann darf G nur
einen Knoten haben, und folglich ist jede Kante eine Schleife. Auflerdem muss G
eine mit 0 beschriftete und eine mit 1 beschriftete Schleife haben. Da G rechts-
auflosend ist, kann es keine weiteren Schleifen geben, so dass, bis auf den Namen
des Knotens, G der erste beschriftete Graph in Abbildung [6]ist. Daher sind zwei
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beliebige minimale rechtsauflésende Darstellungen des vollen 2-Shifts isomorph.
Wir werden zeigen, dass dies fiir jeden sofischen Shift so ist.

Ein wichtiges Merkmal minimaler rechtsauflésender Darstellungen ist, dass es
fiir jedes Paar von verschiedenen Knoten einen Beschriftungsblock w gibt, so
dass es nur fiir einen der beiden Knoten einen Pfad mit der Beschriftung w gibt,
der bei diesem Knoten beginnt.

4.26 Definition: Sei G = (G, L) ein beschrifteter Graph und I € V ein Knoten
von G. Die Nachfolgermenge Fg(I) von I in G ist die Menge aller Beschriftungen
von Pfaden, die bei I beginnen, also

Fg(I) :={L(n) : me B(X¢g) und i(n) =1}.

Wir sagen, dass G Nachfolger-separiert ist, falls verschiedene Knoten verschie-
dene Nachfolgermengen haben, d.h. Fg(I) # Fg(J), falls I # J.

Sei G ein beschrifteter Graph. Zwei Knoten I und J heiflen dquivalent, falls
sie dieselbe Nachfolgermenge haben, d.h. Fg(I) = Fg(J). Diese Relation par-
titioniert die Knotenmenge von G in disjunkte Aquivalenzklassen, die wir mit
11,15, ...,I, bezeichnen. Definiere einen beschrifteten Graphen H wie folgt. Die
Knotenmenge ist {Z;,...,Z.}. Es gibt eine Kante mit der Beschriftung a in H
von Z nach J genau dann, wenn es Knoten / € Z und J € J und eine Kante
von I nach J mit der Beschriftung ¢ im Graphen G gibt. Wir nennen H den aus
G fusionierten Graphen.

4.27 Lemma: Sei G ein beschrifteter Graph und H der aus G fusionierte
Graph. Dann ist ‘H Nachfolger-separiert und X4 = Xg. Falls G irreduzi-
bel /rechtsauflésend ist, dann ist auch H irreduzibel/rechtsauflosend.

Beweis: Der Knoten I in G habe die Aquivalenzklasse Z, ein Knoten in . Wir
zeigen zuerst, dass Fg(I) = Fy(Z). Die Definition von H zeigt, dass ein Pfad in
G, der bei I beginnt, einen Pfad in ‘H mit derselben Beschriftung erzeugt, der
bei Z beginnt und die Aquivalenzklassen von Knoten auf dem urspriinglichen
Pfad durchlduft. Daher gilt Fg(I) C Fy(Z). Falls Fg(I) # Fy(Z) fiir ein I, sei
W = a1as . .. an der kiirzeste Block in Fy(Z)\Fg(I) unter allen [ in G. Es gibt
eine Kante mit der Beschriftung a; von Z zu irgendeinem J, und daher auch
ein I’ € Z, ein J € J und eine Kante in G mit der Beschriftung a; von I’ nach
J. Aufgrund der Minimalitit von m gilt as ... an, € Fy(J)NA™"t = Fg(J) N
A™~1. Aber dies liefert einen Pfad in G, der bei I’ beginnt mit der Beschriftung
w im Widerspruch zu w ¢ Fg(I') = Fg(I). Daher ist Fy(Z) = Fg(I).

Nun ist klar, dass H Nachfolger-separiert ist, da die Nachfolgermengen in G fiir
nicht-dquivalente Knoten verschieden sind. Da B(Xg) die Vereinigung der Nach-
folgermengen der Knoten in G ist, und &hnlich fiir H, erhalten wir unmittelbar
B(Xg) = B(X3), so dass Xg = Xy.
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Als néchstes nehmen wir an, dass G irreduzibel ist. Seien Z,J verschiedene
Knoten des fusionierten Graphen H und seien I € Z und J € J. Da G irreduzibel
ist, gibt es einen Pfad in G von I nach J. Indem wir zu den Aquivalenzklassen
iibergehen, erhalten wir einen Pfad in H von Z nach J und dies zeigt, dass H
auch irreduzibel ist.

Schliefllich nehmen wir an, dass G rechtsauflésend ist. Betrachte den Fall einer
Kante in ‘H mit Beschriftung a von Z nach J. Dann gibt es eine Kante in G mit
Beschriftung a von einem I € 7 zu einem J € J. Da G rechtsauflsend ist, ist
diese Kante die einzige Kante mit Beschriftung a, die bei I beginnt. Folglich kann
man Fg(J) aus Fg(I) erhalten, indem man das erste Symbol aus allen Blocken
in Fg(I) entfernt, die mit a beginnen. Daher bestimmt Fg(I) zusammen mit
a die Menge Fg(J). Da Fy(Z) = Fg(I) und Fy(J) = Fg(J), sehen wir, dass
Fy(Z) zusammen mit a die Menge F3(J) bestimmt. Dies bedeutet, dass es
hochstens eine Kante mit Beschriftung a in H gibt, die bei Z beginnt. Also ist
‘H rechtsauflésend. O

Die Verschmelzung von Knoten erlaubt es uns, die Haupteigenschaft minimaler
rechtsauflésender Darstellungen abzuleiten.

4.28 Satz: Eine minimale rechtsauflosende Darstellung eines sofischen Shifts
ist Nachfolger-separiert.

Beweis: Sei G eine minimale rechtsauflésende Darstellung eines sofischen Shifts
X. Ist G nicht Nachfolger-separiert, dann hat der aus G fusionierte Graph H
weniger Knoten. Nach Lemma [4.27]ist H eine rechtsauflésende Darstellung von
X, was der Minimalitdt von G widerspricht. (]

Als néchstes betrachten wir den Zusammenhang zwischen der Irreduzibilitéit ei-
nes sofischen Shifts und der Irreduzibilitét seiner Darstellungen. Zunéchst stellen
wir fest, dass der sofische Shift X¢ irreduzibel ist, falls G = (G, £) irreduzibel
ist. Sind némlich u,v € B(Xg), dann gibt es Pfade 7 und 7 in G mit £(7) = u
und £(7) = v. Da G irreduzibel ist, gibt es einen Pfad w in G von ¢(r) nach
i(7), so dass w7 ein Pfad in G ist. Sei w = L(w). Dann gilt

L(mwt) = L(7)L(w)L(T) = vwv € B(Xg),
was die Irreduzibilitdt von Xg beweist. Also ist ein sofischer Shift, der durch
einen irreduziblen Graphen dargestellt wird, irreduzibel.

Die Umkehrung ist jedoch nicht wahr. Sei zum Beispiel X irreduzibel und darge-
stellt durch G. Sei H die Vereinigung zweier disjunkter Kopien von G. Dann ist H
reduzibel und ebenfalls eine Darstellung von X. Fiir minimale rechtsauflésende
Darstellungen jedoch gilt die Umkehrung.

4.29 Lemma: Sei X ein irreduzibler sofischer Shift und sei G eine minimale
rechtsauflésende Darstellung von X. Dann ist G ein irreduzibler Graph.

Beweis: Sei § = (G, L) eine minimale rechtsaufldsende Darstellung von X. Wir
zeigen zuerst, dass fiir jeden Knoten I € V(G) ein Block uy € B(Xg) existiert, so
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dass jeder Pfad in G, der uy darstellt, I enthélt. Wir nehmen an, dies sei fiir ein T
nicht der Fall. Entfernen wir dann I und alle Kanten, die I enthalten, so entsteht
ein rechtsauflésender Graph H mit weniger Knoten als G und B(Xy) = B(Xg),
so dass Xy = Xg, im Widerspruch zur Minimalitdt von G. Jetzt seien I und
J verschiedene Knoten in G und wuy,u; seien die oben beschriebenen Blocke.
Da X irreduzibel ist, gibt es einen Block w mit urwuy € B(Xg). Sei 7 ein
Pfad, der uywuy darstellt. Dann ist 7 = 7wty mit £(77) = ur, L(w) = w und
L(15) = uy. Aber 77 enthiilt I und 7; enthilt J, so dass es einen Teilpfad von
7 gibt, der von I nach J verlduft. Dies zeigt, dass G irreduzibel ist. O

4.30 Satz: Ein sofischer Shift ist irreduzibel genau dann, wenn er eine irredu-
zible Darstellung hat.

Beweis: Die Uberlegungen vor Lemma zeigen, dass ein sofischer Shift ir-
reduzibel ist, falls er eine irreduzible Darstellung hat. Das Lemma selbst zeigt,
dass eine minimale rechtsauflésende Darstellung (die es aufgrund von Satz m
gibt) irreduzibel ist. O

Ist G = (G, L) eine Darstellung eines sofischen Shifts X, so kann es fiir einen
Block w € B(X) verschiedene Pfade in G geben, die w darstellen. Diese Un-
eindeutigkeit ist bei rechtsauflosenden Darstellungen reduziert, da es bei diesen
fiir jeden Knoten nur einen Pfad geben kann, der bei diesem Knoten beginnt
und einen gegebenen Block darstellt. Manchmal gibt es Blocke w, so dass alle
w darstellenden Pfade bei demselben Knoten enden.

4.31 Definition: Sei G = (G, L) ein beschrifteter Graph. Ein Block w € B(Xg)
ist ein synchronisierender Block fiir G, falls alle Pfade in G, die w darstellen,
bei demselben Knoten enden. Ist I dieser Knoten, so sagen wir, dass w auf I
ausgerichtet ist.

4.32 Beispiel: Wir betrachten nochmals die vier Darstellungen des vollen 2-
Shifts in Abbildung [] Im ersten Graphen ist jeder Block synchronisierend, da
es nur einen Knoten gibt. Im zweiten und dritten Graphen ist jeweils kein Block
synchronisierend. Im vierten Graphen sind 00 und 11 synchronisierend. Daher ist
auch jeder Block, der 00 oder 11 enthilt, synchronisierend, da der Graph rechts-
auflosend ist. Blocke, in denen 0 und 1 alternierend auftauchen, wie z.B. 0101010,
sind nicht synchronisierend.

4.33 Lemma: Sei G ein rechtsauflésender beschrifteter Graph und w ein syn-
chronisierender Block fiir G. Dann ist auch jeder Block in B(Xg) von der
Form wu synchronisierend fiir G. Falls w auf I ausgerichtet ist, dann ist
Fx,(w) = Fg(I).

Beweis: Sei w auf I ausgerichtet. Jeder Pfad, der wu darstellt, ist von der Form

w7, wobei 7w bei I endet. Aber es gibt nur einen Pfad mit der Beschriftung u,
der bei I beginnt, da G rechtsauflosend ist. Folglich muss jeder Pfad, der wu
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darstellt, bei ¢(7) enden, woraus folgt, dass wu synchronisierend ist. Jeder Block,
der auf w folgen kann, wird dargestellt durch einen Pfad, der bei I beginnt und
umgekehrt. Daher gilt auch die zweite Aussage. O

Das néchste Resultat zeigt, dass man fiir einige beschriftete Graphen synchro-
nisierende Blocke finden kann, sogar unendlich viele.

4.34 Satz: Sei G ein rechtsauflésender beschrifteter Graph, der Nachfolger-
separiert ist. Dann kann jeder Block w € B(Xg) nach rechts zu einem syn-
chronisierenden Block uw erweitert werden.

Beweis: Fiir einen beliebigen Block v € B(Xg) sei T'(v) die Menge aller Endkno-
ten von Pfaden, die v darstellen. Besteht 7'(u) nur aus einem einzelnen Knoten,
so ist u synchronisierend und jede Wahl von w mit uw € B(Xg) ist moglich.

Jetzt nehmen wir an, dass T'(u) aus mehr als einem Knoten besteht, und wihlen
zwei verschiedene Knoten I und J in T'(u). Da Fg(I) # Fg(J) (nach der Vor-
aussetzung, dass G Nachfolger-separiert ist), diirfen wir annehmen, dass es einen
Block v1 mit v; € Fg(I) und v; ¢ Fg(J) gibt (ansonsten vertauschen wir die
Rollen von I und J). Da G rechtsauflésend ist, gibt es fiir jedes Element von T'(u)
hochstens einen Pfad mit der Beschriftung vy, der dort beginnt. Da vy ¢ Fg(J),
hat T'(uvy) weniger Elemente als T'(u). Wir koénnen so fortfahren, um immer

kleinere Mengen T'(uvy),T(uviva),... zu erzeugen, wobei wir authdren, wenn
T(uvy ...v,) nur noch einen Knoten enthélt. Dann wihlen wir w := vy ... v,.
O

Nun kommen wir zu den Hauptresultaten dieses Abschnitts.

4.35 Satz: Sind § = (G,£) und G’ = (G', L) irreduzible rechtsauflésende
Darstellungen eines sofischen Shifts X, die auch Nachfolger-separiert sind, so
sind G und G’ als beschriftete Graphen isomorph.

Beweis: Wir werden zunéchst unter Verwendung, dass G und G’ rechtsauflésend
und Nachfolger-separiert sind, einen Block wéhlen, der synchronisierend fiir bei-
de Graphen ist. Dieser Block liefert je einen Knoten in G und G’, die wir ein-
ander zuordnen. AnschlieBend werden wir die Irreduzibilitit verwenden, um
diese Zuordnung zu invertierbaren Abbildungen 0® : V(G) — V(G’) und
O : E(G) — E(G) fortzusetzen, die die Beschriftungen respektieren. Dabei
wird die zweite Aussage in Lemma [£.33] eine Schliisselrolle spielen, die besagt,
dass die Nachfolgermenge eines synchronisierenden Blocks identisch ist mit der
Nachfolgermenge des Knotens, auf den dieser Block ausgerichtet ist.

Nach Satz konnen wir einen synchronisierenden Block u; fiir G und eine
Erweiterung w = ujus finden, die synchronisierend fiir G’ ist. Nach Lemma [4.33]
ist w auch synchronisierend fiir G. Wir werden jetzt w verwenden, um 0® zu
definieren. Sei Iy der Knoten in G und Ij) der in G’, auf den w ausgerichtet ist.
Wir definieren ®(Iy) := Ij. Ist J ein beliebiger Knoten in G, so wihlen wir
einen Pfad 7 von Iy nach J, der existiert, da G irreduzibel ist. Ist u := L(7),
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so ist der Block wu synchronisierend fiir beide Graphen, und ist auf J in G und
auf ein J’ in G’ ausgerichtet. Wir definieren 0®(J) := J'. Diese Definition ist
unabhéngig von der Wahl des Pfads, da

Fg(J) = Fxg(wu) = Fx(wu) = Fx_, (wu) = Fgr(J') (7)

und G’ Nachfolger-separiert ist. Genauer: Ist 7~r~ein weiterer Pfad von Iy nach J
und ist & = L(7), so ist w auf einen Knoten J' in G ausgerichtet. Damit folgt

Fgi(J') = Fg(J) = Fg: (J'),

woraus sich J' = J’ ergibt, da G’ Nachfolger-separiert ist. Es folgt aus auch,
dass 0% injektiv ist. Gilt ndmlich 0®(J;) = 0P(J2), so folgt

Fg(J1) = Fg/(0®( 1)) = Fgr(02(J2)) = Fg(J2),

und damit J; = Jo, da G Nachfolger-separiert ist. Wir kénnen eine Inverse zu
0P konstruieren, indem wir die Rollen von G und G’ vertauschen. Also ist 0®
invertierbar.

Als néchstes definieren wir ®. Sei e eine Kante mit der Beschriftung a von I
nach J. Sei wu ein synchronisierender Block, der auf I in G ausgerichtet ist.
Dann ist wua auf J ausgerichtet. Wir bezeichnen mit I’ und J’ die Knoten in
G’, auf die wu und wua ausgerichtet sind. Dann gilt 0®(I) = I’ und 0®(J) = J'.
Daa € Fg(I) = Fg/(I'), gibt es eine Kante e’ mit der Beschriftung a, die bei I’
beginnt. Wir definieren ®(e) := ¢’. Da die Graphen rechtsauflésend sind, ist @
injektiv. Wiederum durch Vertauschung der Rollen von G und G’ sehen wir, dass
® invertierbar ist und die Beschriftungen erhélt. Also sind G und G’ isomorph.

O

4.36 Satz: Je zwei minimale rechtsauflésende Darstellungen eines irreduziblen
sofischen Shifts sind isomorph als beschriftete Graphen.

Beweis: Sind G und G’ minimale rechtsauflésende Darstellungen desselben ir-
reduziblen sofischen Shifts, so sind sie nach Lemma [4.29] irreduzibel und nach
Satz Nachfolger-separiert. Damit folgt die Aussage aus Satz O

Nach dem obigen Satz kénnen wir von der minimalen rechtsauflésenden Darstel-
lung eines sofischen Shifts X sprechen, die wir mit Gx = (Gx, Lx) bezeichnen.
Aber wie konnen wir Gx mit Hilfe von X beschreiben und konkret konstruieren?
Die Antwort auf die erste Frage hat mit dem Nachfolgermengengraphen und ,,in-
trinsisch synchronisierenden Blocken® zu tun. Die Antwort auf die zweite Frage
verwendet das untenstehende Korollar beginnend mit einer irreduziblen
rechtsauflésenden Darstellung, und wird durch Satz[4£.50]im néchsten Abschnitt
beantwortet.

4.37 Korollar: Sei X ein irreduzibler sofischer Shift. Fine rechtsauflosende
Darstellung von X ist die minimale rechtsauflosende Darstellung genau dann,
wenn sie irreduzibel und Nachfolger-separiert ist.
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Abbildung 11: Darstellungen eines reduziblen sofischen Shifts
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Beweis: Ist G eine minimale rechtsauflésende Darstellung von X, so ist G nach
Lemma irreduzibel und nach Satz Nachfolger-separiert. Ist G’ eine
rechtsauflésende, irreduzible und Nachfolger-separierte Darstellung von X, so
ist G’ nach Satz isomorph zu G. O

4.38 Korollar: Sei X ein irreduzibler sofischer Shift und sei G eine irreduzible
rechtsauflésende Darstellung von X. Dann ist der aus G fusionierte Graph die
minimale rechtsauflésende Darstellung von X .

Beweis: Dies folgt aus Lemma [£.27] und Korollar O
Das folgende Beispiel zeigt, dass fiir reduzible sofische Shifts die Eindeutigkeit
einer minimalen rechtsauflésenden Darstellung nicht garantiert ist.

4.39 Beispiel: Seien G und H die in Abbildung [T1] dargestellten beschrifteten
Graphen. Thre symbolischen Ubergangsmatrizen sind

D a b 0 @ 0 a+c b
a O 0 b b a 0 0
Ag = 00 ¢ b und Ay = 00 c b
0 0 a 0 0 0 a 0

Da jedes Symbol hochstens einmal in jeder Zeile erscheint, sind beide Graphen
rechtsauflosend. Wir werden beweisen, dass diese beiden Graphen denselben
sofischen Shift X darstellen und dass X keine rechtsauflésende Darstellung mit
weniger als vier Knoten hat. Zunichst stellen wir fest, dass G und H nicht
isomorph sind, da H eine Schleife mit der Beschriftung a hat, nicht jedoch G.
Also sind G und H nicht-isomorphe minimale rechtsauflésende Darstellungen
desselben (reduziblen) sofischen Shifts X, was zeigt, dass die Voraussetzung der
Irreduzibilitit in Satz nicht weggelassen werden kann.

Wir zeigen zunéchst, dass B(Xg) = B(Xy), so dass Xg = X3 = X. Jeder Pfad
in G kann zu einem Pfad fortgesetzt werden, der zwischen 1 und 2 hin und her
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und dann zu Knoten 3 oder 4 1duft und von dort aus weitergeht. Daher besteht
B(Xg) aus allen Teilblocken der (unendlichen) Blscke

v = d"b™bac™bac™ ba . . .,

va = afbac™bac™bac™ba . . .,
wobei die Exponenten k, m;,n; beliebige ganze Zahlen > 0 sein kénnen. Ganz
dhnlich gibt es drei Typen von Pfaden auf H, abhingig davon, welche Kante

den Knoten 1 verlisst. B(X# ) besteht daher aus allen Teilblécken der folgenden
drei Typen von (unendlichen) Blocken:

wy = d"bacP bacP?bacP?ba . . .,
wy = afbecbacbac®ba . . .,
ws = afbbac™ bacbacba . . .,

wobei die Exponenten wieder beliebige Zahlen > 0 sind. Blocke vom Typ w;
entsprechen denen vom Typ vs. Der Typ wsy entspricht dem Typ vy mit m; =
14 ¢q1 > 1, wohingegen der Typ ws dem Typ v; mit m; = 0 entspricht. Dies
zeigt, dass B(Xg) = B(Xy).

Als néchstes wollen wir zeigen, dass kein beschrifteter Graph mit weniger Knoten
eine rechtsauflosende Darstellung von X sein kann. Dazu stellen wir fest, dass
jede der Nachfolgermengen Fx (aa), F'x(c) und Fx (cb) einen Block enthélt, der
in keiner der anderen enthalten ist. Zum Beispiel ist aab € Fx(aa)\(Fx(c) U
Fx (cb)). Hétte also X eine rechtsaufldsende Darstellung K mit nur drei Knoten,
dann kénnten wir die Blocke den Knoten 1,2, 3 zuordnen in dem Sinne, dass

(1) Fx(1) C Fx(aa),

(2) Fx(2) C Fx(c) und

(3) Fi(3) C Fx/(cb).
Es ist auch leicht einzusehen, dass Fx(aab) = Fx(c) U Fx(cb). Folglich muss es
mindestens zwei verschiedene Pfade geben, die aab darstellen. Wenn es nédmlich
nur einen Pfad gibe, der aab darstellt, dann endet dieser bei einem der drei
Knoten und es wiirde Fx (aab) = Fx(¢c)UFx(c¢b) C Fx(aa), Fx(aab) = Fx(c)U
Fx(cb) C Fx(c) oder Fx(aab) = Fx(c) U Fx(cb) C Fx(cb) gelten. Alle drei
Méoglichkeiten sind aber ausgeschlossen. Da aab ¢ F'x (c) U Fx (cb), miissen alle

Pfade, die aab darstellen, bei 1 beginnen. Dies widerspricht der Tatsache, dass
K rechtsauflosend ist.

4.4 Konstruktionen und Algorithmen
In diesem Unterabschnitt wollen wir Antworten auf folgende Fragen finden:

(1) Gegeben zwei sofische Shifts X; und Xo, wie kénnen wir Darstellungen
fiir X1 U Xg, X1 N X2 und X1 X X2 erhalten?
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(2) Wie koénnen wir feststellen, ob zwei beschriftete Graphen denselben sofi-
schen Shift darstellen?

(3) Wie finden wir die minimale rechtsauflésende Darstellung eines irredu-
ziblen sofischen Shifts?

(4) Wie konnen wir herausfinden, ob ein sofischer Shift von endlichem Typ
ist?

Wir beginnen mit verschiedenen Konstruktionen, um aus gegebenen Graphen
neue Graphen zu bauen.

Seien G; = (G1,£1) und Go = (G2, L2) beschrifteten Graphen mit Alphabeten
A und A,. Wir definieren A := A; UA5 und betrachten G; und Gs als Graphen
iiber dem Alphabet A. Indem wir G; und Gs nebeneinander zeichnen, erhalten
wir einen neuen beschrifteten Graphen, den wir mit G; U Gy bezeichnen und die
disjunkte Vereinigung von G; und Go nennen. Dies kann auf verschiedene Arten
noch préziser gemacht werden, aber uns soll die informelle Definition geniigen.

4.40 Satz: Sind G; und G, beschriftete Graphen, so gilt

XQ1UQ2 = Xgl U Xg2'
Also ist die Vereinigung zweier sofischer Shifts auch sofisch.
Beweis: G; und G, sind Teilgraphen von G; U Go. Also ist jeder Pfad in Gy
(k = 1,2) auch ein Pfad in G und es folgt Xg, U Xg, € Xg,ug,.- Da es keine
Kante gibt, die G; und Gs verbindet, ist jeder Pfad in G vollsténdig in G; oder in
Gy enthalten. Daher gilt Xg C Xg, UXg,. Fiir zwei sofische Shifts liefert also die

disjunkte Vereinigung ihrer Darstellungen eine Darstellung ihrer Vereinigung,
die folglich auch sofisch ist. O

Als néchstes definieren wir Produkte von Graphen und von beschrifteten Gra-
phen.

4.41 Definition: Seien G; = (V1,&1) und Gy = (Va, &) Graphen. Ihr Gra-
phenprodukt G; X G9 hat die Knotenmenge V; x Vo, und die Kantenmenge
&1 x &;. Eine Kante (e, e2) beginnt bei (i(ey), i(e2)) und endet bei (t(e1),t(e2)).

Seien X7 und X, Shiftrdume iiber Alphabeten A; und As. Ein Element (x,y)
von X7 X X ist ein Paar von Folgen

(. e L1 TTY ey Y—1Y0YT - - )
Wir konnen so ein Paar mit der Folge

v (@o1,9-1), (o, %0), (w1, 1) - -

identifizieren. Wir betrachten daher das Produkt X7 x X als einen Shiftraum
iiber .A1 X ./42.
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4.42 Satz: Sind G, und Gy Graphen, so gilt Xg, X Xa, = X¢,xG,-

Beweis: Eine bi-unendliche Folge von Kantenpaaren ist in Xq, x¢, enthalten
genau dann, wenn die Folge der ersten Komponenten in X, und die der zweiten
Komponenten in Xq, enthalten ist. g

Auf dhnliche Weise kann man ein Produkt beschrifteter Graphen definieren.

4.43 Definition: Seien G; = (G1, L) und Gy = (Gs, L3) beschriftete Graphen
iiber Alphabeten A; und As. Ihr Graphenprodukt G = G; X Gy hat als zugrun-
deliegenden Graphen (G1 X G5 und die Beschriftungsabbildung £ = £q X Lo :
&1 x & — Ay x Ay, definiert durch L(e1,ez2) := (L(e1), L(e2)).

4.44 Satz: Es gilt Xg, g, = Xg, X Xg,. Das Produkt zweier sofischer Shifts
ist folglich auch sofisch.

Beweis: Seien Gy = (G1, £1) und G = (Ga, L3). Nach Satz ist Xgyxg, =
Xa, X X¢,. Da wir ein Paar von Folgen mit einer Folge von Paaren identifiziert
haben, gilt

Xgl xGa (‘Cl X ‘CQ)OO(Xcl ><G2) = ([’1 X LQ)OO(XGl X XG2)
= (Acl)oo(XGl) X (£2)00<XG2) = Xgl X Xg2'

Dies liefert eine Darstellung fiir das Produkt zweier sofischer Shifts, das folglich
auch sofisch ist. O

Die néchste Konstruktion stellt fest, ob Pfade in zwei beschrifteten Graphen
dieselbe Beschriftung haben. Wir werden sie verwenden, um den Schnitt zweier
sofischer Shifts darzustellen.

4.45 Definition: Seien G; = (G1,L£1) und Go = (Ga, L2) zwei beschriftete
Graphen iiber demselben Alphabet A und seien G1 = (V1,&1) und G2 = (Va,E9)
ihre zugrundeliegenden Graphen. Das Beschriftungsprodukt G = G; * G5 hat als
zugrundeliegenden Graphen den Graphen GG mit Knotenmenge V; X Vs und
Kantenmenge

£ = {(61,62) €& x&E : El(el) = 52(62)} .
Die Beschriftung von G ist definiert durch L(e1,e2) := L1(e1) = La(e2).

Das Beschriftungsprodukt entfernt aus dem Graphenprodukt alle Paare von
Kanten, die verschiedene Beschriftungen haben. Im Gegensatz zum Graphen-
produkt hat das Beschriftungsprodukt allerdings dasselbe Alphabet wie die ge-
gebenen Graphen. Haben diese Alphabete A4; und Az, so kdnnen wir sie uns als
beschriftete Graphen mit Alphabet A = A; U Ay vorstellen und ihr Beschrif-
tungsprodukt betrachten.
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Abbildung 12: Zwei Graphen und ihr Beschriftungsprodukt

4.46 Beispiel: In Abbildung[I2)sehen wir zwei Graphen und ihr Beschriftungs-
produkt. Insbesondere sehen wir, dass G; x Go gestrandete Knoten haben kann,
auch wenn das fiir G; und G, nicht der Fall ist, und dass G; *Go nicht irreduzibel
sein muss, wenn es G; und G sind.

4.47 Satz: Sind G; und G, zwei beschriftete Graphen, so gilt
Xg1 N ng = Xg1*g2'

Insbesondere ist also der Schnitt zweier sofischer Shifts sofisch. Sind G; und Ga
rechtsauflosend, so auch Gi x Go.

Beweis: Seien G; = (G1,£1) und Gy = (G, L2) sowie L = L1 X Lo. Ist § =
(&1,&2) ein bi-unendlicher Pfad auf dem Gy * G zugrundeliegenden Graphen,
dann ist Loo(€) = (£1)o(§1) € Xg, und L(§) = (L2)oo(&2) € Xg,. Es folgt
Xgl*g2 g Xgl ngT

Ist umgekehrt x € Xg, N Xg,, dann gibt es einen bi-unendlichen Pfad &; auf
G1 und & auf Go mit (£1)00(€1) = 2 = (L£2)eo(&2). Daher hat die i-te Kante
in & fiir jedes ¢ dieselbe Beschriftung wie die i-te Kante in &3, so dass (£1,&2)
ein bi-unendlicher Pfad im G; * Go zugrundeliegenden Graphen ist. Damit folgt
Xg, NXg, € XG 4G,

Jetzt nehmen wir an, dass G; und Gy rechtsauflosend sind und dass (eq,e2)
und (e}, e}) verschiedene Kanten in G; x Gy sind, die bei demselben Knoten
beginnen und dieselbe Beschriftung tragen. Falls ey # e}, wiirde L£q(e1) =
Ler,es) = L(e],eh) = L1(e]) folgen im Widerspruch zur Annahme, dass Gy
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rechtsauflésend ist. Ein dhnliches Argument zeigt, dass e; = e). Folglich ist
G1 * Go rechtsauflosend. O

Unser néichstes Ziel ist es, mittels eines Algorithmus festzustellen, ob zwei be-
schriftete Graphen denselben sofischen Shift darstellen. Um zu garantieren, dass
der Algorithmus terminiert, benttigen wir die Aussagen des folgenden Lemmas.

4.48 Lemma: Sei G ein Graph mit einer r-elementigen Knotenmenge V. Sei
ferner I € V und S eine s-elementige Teilmenge von V, die I nicht enthélt. Gibt
es einen Pfad von I zu einem Knoten in S, so ist die Lédnge des kiirzesten solchen
Pfades < r — s.

Wenn A die Ubergangsmatrix von G ist und B = A+ A?> + ... 4+ A"~%, dann
gibt es einen Pfad von I zu einem Knoten in S genau dann, wenn By > 0 fiir
einJ € S.

Beweis: Sei m = 7y ... m, ein kiirzester Pfad von I zu einem Knoten in S. Dann
ist i(e;) ¢ S fiir ein 1 < j < n, da es andernfalls einen kiirzeren Pfad von I nach
S geben wiirde. Die Knoten i(e;) miissen alle verschieden voneinander sein, da
sonst einen geschlossenen Teilpfad enthalten wiirde, dessen Entfernung zu einem
kiirzeren Pfad von I nach S fithren wiirde. Also enthélt V\S n verschiedene
Elemente, so dass

|7l =n < |V\S| =71 —s.

Die zweite Behauptung folgt nun, da nach Satz die Anzahl der Pfade der
Lénge n von I nach J durch (A™);; gegeben ist. O

4.49 Satz: Es gibt einen Algorithmus, der fiir zwei beschriftete Graphen G;
und G, bestimmt, ob Xg, = Xg,.

Beweis: Fiir jedes G konstruieren wir zunéchst einen Hilfsgraphen Gr, der
verwendet wird, um alle Blocke zu bestimmen, die nicht in Xg, vorkommen.
Danach bilden wir das Beschriftungsprodukt Q = .C;1 *,C';g. In C; gibt es einen Kno-
ten Z und eine Teilmenge S der Knotenmenge, so dass Xg, # Xg, genau dann,
wenn es einen Pfad von 7 nach S gibt. Lemma [£.48] zeigt, wie man feststellt, ob
es einen solchen Pfad gibt.

Indem wir die Vereinigung der Alphabete nehmen, kénnen wir annehmen, dass
beide beschrifteten Graphen dasselbe Alphabet A haben. Sei V), die Knotenmen-
ge von Gi. Wir werden zunéchst Gy vergroflern zu einem beschrifteten Graphen
G, wie folgt. Wir fiigen einen Knoten K} zur Knotenmenge von Gy hinzu, den
wir uns als “Terminationsknoten” vorstellen. Fiir jedes I in Vi und a € A, falls
es keine Kante mit der Beschriftung a gibt, die bei I beginnt, fiige eine Kante
mit Beschriftung a hinzu von I nach Kj. Andernfalls tue nichts. Zusétzlich fiige
fiir jedes a € A eine Schleife bei Kj mit der Beschriftung a hinzu. Damit sind
geniigend viele Kanten hinzugefiigt worden, dass fiir jeden Knoten I in G;, und
jeden Block w iiber A mindestens ein Pfad bei I beginnt, der w darstellt. Insbe-
sondere ist X¢; der volle A-Shift. Der Terminationsknoten K ist ein “schwarzes
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Loch” fiir Pfade in g,;. Wenn sie K, einmal erreicht haben, kénnen sie nie mehr
von dort wegkommen.

Als né#chstes wenden wir die Teilmengenkonstruktion auf Gj, an, die wir im
Beweis von Satz [£.22] beschrieben haben, um den rechtsauflésenden Graphen
Gr. zu erzeugen. Die Knoten von Gi sind die nichtleeren Teilmengen von V;, =
Vi, U{K}} und es gibt eine Kante von Z nach J mit Beschriftung a genau dann,
wenn J die Menge der Knoten ist, die von einem Knoten in Z mittels einer
Kante mit der Beschriftung a erreicht werden kénnen.

Sei Zj, der Knoten in Gy, der die Menge der Knoten im urspriinglichen Graphen
G ist, d.h. I, = Vi. Die Menge {K;} werde mit K bezeichnet. Fiir jeden
Block w iiber A gibt es einen eindeutigen Pfad in G, der bei Z;, beginnt und
w darstellt. Die entscheidende Eigenschaft des Graphen Gr. ist, dass dieser Pfad
bei K, endet genau dann, wenn w ¢ B(Xg, ). Das Komplement der Sprache von
Xg, ist also die Menge der Beschriftungen von Pfaden von Zj nach Kj. Diese
Eigenschaft folgt aus der Beobachtung, dass w € B(Xg, ) genau dann, wenn es
mindestens einen Pfad in Gy mit der Beschriftung w gibt, und dies genau dann
der Fall ist, wenn der eindeutige Pfad in Gr mit der Beschriftung w bei einer
Menge endet, die einen Knoten aus Gy enthélt.

Setze C; = _C’;l *QAQ, 7= (Il,IQ) und
81 = {(j,ICQ) : j 7é Kl}

Dann ist ein Block w in Xg, \Xg, genau dann, wenn der eindeutige Pfad mit der
Beschriftung w in G , der bei Z beginnt, bei einem Knoten in &7 endet. Folglich
gilt Xg, C Xg, genau dann, wenn es keinen Pfad in G von T nach S; gibt. Ein
ghnliches Argument zeigt, dass Xg, € Xg, genau dann, wenn es keinen Pfad in

G von T nach Sy := {(J,K1) : J # Kz} gibt.

Insgesamt folgt: Es gilt Xg, = Xg, genau dann, wenn es keinen Pfad in G von
7 nach &1 U Sy gibt. Lemma mzzelgt wie man die Ubergangbmatrlx von Q
verwenden kann, um dies herauszufinden. O

Das Theorem zeigt, dass es prinzipiell moglich ist, mit Hilfe eines Algorithmus
zu entscheiden, ob zwei Graphen denselben Shift darstellen. Allerdings ist der
Algorithmus hoffnungslos kompliziert. Hat Gy, r;, Knoten, so hat Gj, rp+1 Knoten
und die Teilmengenkonstruktion liefert einen Graphen Gr, mit 27+t —1 Knoten,
so dass G (27111 — 1)(22F! — 1) Knoten hat. Wenn G, nur 9 Knoten hiitte,
so hitte G bereits iiber eine Million Knoten! Fiir irreduzible rechtsauflésende
Graphen jedoch werden wir bald eine viel effizientere Methode kennenlernen.

Das néchste Verfahren dient zur Bestimmung einer minimalen rechtsauflésenden
Darstellung.

4.50 Satz: Es gibt einen Algorithmus, der auf der Basis einer irreduziblen

rechtsauflésenden Darstellung die minimale rechtsauflosende Darstellung be-
stimmt.
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Beweis: Sei G eine irreduzible rechtsauflosende Darstellung eines sofischen
Shifts. Wir erinnern daran, dass zwei Knoten I und J dquivalent heiflen, wenn
sie dieselbe Nachfolgermenge haben, d.h. Fg(I) = Fg(J). Dies partioniert die
Knotenmenge in Aquivalenzklassen Zi, ..., Z,, die die Knoten des aus G fusio-
nierten Graphen # sind. Nach Korollar [£.38]ist  die minimale rechtsauflésende
Darstellung von G. Sobald die Knoten von H bestimmt sind, zeigt die Definition
von H, wie die Kanten von H und ihre Beschriftungen am Graphen G abgelesen
werden konnen.

Wir miissen also eine Methode finden, um zu entscheiden, wann zwei Knoten
dquivalent sind. Wir tun dies durch Konstruktion eines neuen Graphen G’, dhn-
lich wie im Beweis von Satz Wir fiigen der Knotenmenge V von G einen
Terminationsknoten K hinzu. Gibt es fiir einen Knoten I und ein a € A keine
Kante mit der Beschriftung a, die bei I beginnt, so fiigen wir eine derartige
Kante hinzu, die bei K endet. Fiir jeden Buchstaben a € A fiigen wir auflerdem
eine Schleife bei K mit Beschriftung a hinzu. Der so entstehende Graph G’ ist
offensichtlich rechtsauflésend. Sei G’ x G’ das Beschriftungsprodukt und

S:= W x {K)U{K} xV)

die Menge der Knoten in G’ x G’, von denen genau eine Komponente nicht der
Terminationsknoten ist. Fiir I # J in V behaupten wir, dass Fg(I) # Fg(J)
genau dann, wenn es einen Pfad in G’ von (I,J) nach S gibt. Ist ndmlich w €
Fg(I)\Fg(J), so muss der eindeutige Pfad in G’ mit der Beschriftung w, der bei
I beginnt, bei einem Knoten in V enden, wihrend der, der bei J beginnt, bei K
enden muss. Dies wiirde einen Pfad in G’ x G’ von (I, J) nach V x {K} liefern.
Wir stellen fest, dass die Beschriftung irgendeines Pfades von (I, J) nach S in
einer der Nachfolgermengen enthalten ist, aber nicht in der anderen, woraus
dann die Behauptung folgt.

Also sind I und J dquivalent genau dann, wenn es keinen Pfad in G’ x G’ von
(I,J) nach S gibt. Lemma liefert eine Methode um festzustellen, ob es
einen solchen Pfad gibt. Diese Methode kann verwendet werden, um die Aqui-
valenzklassen 71, ...,Z,. zu bestimmen und damit H zu konstruieren. O

In obigem Beweis haben wir gezeigt, dass Fg(I) # Fg(J) genau dann, wenn es
einen Pfad in G’ x G’ von (I, J) nach S gibt. Sei r die Anzahl der Knoten in G.
Da es hichstens (r+1)? Knoten in G'xG’ gibt, folgt aus Fg(I) # Fg(J), dass es
einen Block der Linge (r +1)? gibt, der zu einer der Mengen Fg(I), Fg(J) aber
nicht zur anderen gehort. Tatséchlich kann man zeigen, dass zwei verschiedene
Nachfolgermengen durch einen Block der Linge r unterschieden werden kénnen.

Das praktische Problem, das zu l6sen ist, wenn man die minimale rechtsauflosen-
de Darstellung bestimmen mdochte, besteht darin, zu bestimmen, welche Knoten
dquivalent zueinander sind. Eine gebriuchliche und effiziente Art, dies zu tun,
wird in folgendem Beispiel beschrieben.

4.51 Beispiel: Sei G der beschriftete Graph in Abbildung Wie man leicht
sieht, ist G irreduzibel und rechtsauflosend. Unser Ziel ist es, herauszufinden,
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Abbildung 13: Eine zu minimierende Darstellung

{2,6}

=

Abbildung 15: Zustandsminimierung: Fusionierter Graph
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welche Knoten dquivalent zueinander sind und diese dann zu verschmelzen, um
die minimale rechtsauflésende Darstellung von X¢g zu bestimmen.

Die Tabelle, die in Abbildung [I4] dargestellt ist, hat eine Box fiir jedes Paar
{I, J} von verschiedenen Knoten. Die Anordnung der Knoten ist egal. Deshalb
miissen wir nur Paare (I, J) mit I < J auflisten. Unser Algorithmus wird am
Ende ein , X “ in die Boxen fiir {I, J} setzen genau dann, wenn I nicht dquivalent
zu J ist. Die iibrig bleibenden Boxen zeigen uns dann, welche Knoten dquivalent
sind.

Der Algorithmus durchléduft ein Paar nach dem anderen. Dabei wird jede Spalte
von oben nach unten durchlaufen und die Spalten von links nach rechts abgear-
beitet. Zu dem Zeitpunkt, wenn wir das Paar {I, J} betrachten, wird jede Box
fiir ein bereits zuvor betrachtetes Paar leer sein, mit einem ,, X“ markiert sein
oder eine Liste von Paaren enthalten.

Betrachte ein Knotenpaar {I, J}. Wenn es ein Symbol ¢ gibt (in diesem Beispiel
entweder a oder b), so dass es eine Kante mit Beschriftung ¢ gibt, die bei einem
der beiden Knoten beginnt, aber nicht bei dem anderen, dann sind I und J nicht
dquivalent und daher setzen wir ein , X“ in die Box (I, J) und auch in jede Box,
die {I, J} in ihrer Liste enthélt. Diese Vorgehensweise wiederholen wir rekursiv
fiir alle Boxen, die dabei ein , X “ erhalten. Andernfalls erstellen wir eine Liste
fiir {I, J} wie folgt. Fiir jedes Symbol ¢, falls es eine Kante mit Beschriftung ¢
von I nach I’ gibt, und auch eine von J nach J', und falls I’ # J’, fiige {I’, J'}
der Liste hinzu. Falls keine Paare der Liste hinzugefiigt werden, lassen wir die
Box {I,J} leer. Dann schreiten wir fort zur néchsten Box.

Wir wollen dieses Verfahren nun auf unser Beispiel anwenden. Das erste Paar
ist {1,2}. Es gibt eine Kante mit Beschriftung b, die bei 1 beginnt, aber keine
beim Knoten 2, also setzen wir ein , X in die Box {1,2}. Fiir {1,3} hat jeder
Knoten eine Kante fiir jedes Symbol, also erstellen wir eine Liste. Das Symbol
a liefert das Paar {3,2} = {2,3} und b liefert {5,4} = {4, 5}, also setzen wir die
Liste mit diesen beiden Paaren in die Box {1, 3}.

Als néchstes betrachten wir b, um zu sehen, dass die Box {1,4} ein , X “ erhilt.
Da {1,4} auf keiner der vorherigen Listen erscheint, geschieht sonst nichts. Die
Box {1,5} erhilt die dargestellte Liste, und das Symbol b zeigt, dass die Box
{1,6} ein , X“ erhiilt. Das néchste Paar ist {2, 3}, das ein ,X“ erhilt (verwen-
de b). {2,3} taucht in der Liste fiir Box {1,3} auf, also wird diese Box auch
markiert. Die neu markierte Box {1,3} ist auf keiner der Listen, also endet
die rekursive Markierung hier. Die Box {2,4} hat keine Elemente in ihrer Liste,
bleibt also leer. Die restlichen Boxen werden dhnlich behandelt. Die vollstédndige
Tabelle ist in Abbildung [14] dargestellt.

Die Tabelle zeigt, dass die Knoten 2,4 und 6 dquivalent sind, und dass die Kno-
ten 3 und 5 auch dquivalent sind (obwohl {3, 5} nicht leer ist). Das Verschmelzen
der dquivalenten Knoten liefert die minimale rechtsauflésende Darstellung, die
in Abbildung [T5] dargestellt ist.
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Unser letzter Algorithmus entscheidet, ob ein sofischer Shift von endlichem Typ
ist.

4.52 Satz: Sei G ein rechtsauflosender beschrifteter Graph, so dass alle Blécke
in Bn(Xg) synchronisierend fiir G sind. Dann ist Xg ein N-Schritt-Shift.

Umgekehrt gilt: Sei G = (G, L) die minimale rechtsauflésende Darstellung eines
irreduziblen sofischen Shifts X und r die Anzahl der Knoten in G. Ist X ein N-
Schritt-Shift, so sind alle Blocke in By (X)) synchronisierend fiir G und L, ist
eine Konjugation. Ist X von endlichem Typ, so ist X ein (r? — r)-Schritt-Shift.

Beweis: Wir nehmen an, dass G rechtsauflosend ist und dass alle Bloécke in
By (Xg) synchronisierend fiir G sind. Nach Satz reicht es zu zeigen, dass aus
uv,vw € B(Xg) mit |v| > N folgt, dass uvw € B(Xg). Sei dazu 71 ein uv dar-
stellender und mpw ein vw darstellender Pfad. Da |v| > N, ist v synchronisierend
fiir G. Folglich enden 71 und 7 bei demselben Knoten und 7w ist ein Pfad in
G mit vow = L(rTw) € B(Xg).

Um den zweiten Teil des Satzes zu beweisen, sei G die minimale rechtsauflésende
Darstellung eines irreduziblen sofischen Shifts X und wir nehmen an, dass X
ein N-Schritt-Shift ist. Angenommen, es gédbe einen Block w der Léange IV, der
nicht synchronisierend fiir G ist. Dann wiirde es Pfade 7 und 7 in G geben, die
w darstellen und bei verschiedenen Knoten enden, sagen wir t(n) = I # J =
t(7). Da G minimal ist, ist G nach Satz Nachfolger-separiert. Indem wir
7 und 7, falls nétig, vertauschen, kénnen wir einen Block v in Fg(I)\Fg(J)
finden. Nach Satz gibt es einen synchronisierenden Block fiir G, der, unter
Verwendung der Irreduzibilitéit von G und Lemma [£.33] erweitert werden kann
zu einem synchronisierenden Block w, der auf i(7) ausgerichtet ist. Dann gilt
uw, wv € B(Xg), aber wir behaupten, dass uwv ¢ B(Xg). Dies wiirde Satz
widersprechen und zeigen, dass X kein N-Schritt-Shift ist.

Um unsere Behauptung zu beweisen, nehmen wir an, dass uwv von m = mmam3
dargestellt wird. Da u synchronisierend ist, gilt ¢(m;) = i(m2) = i(7). Nun folgt
L(m2) = w = L(7) und es gibt einen eindeutigen Pfad mit Beschriftung w, der
bei i(me) = i(7) beginnt, da G rechtsauflésend ist. Es folgt mo = 7. Daher gilt
v € Fg(t(r)) = Fg(J) im Widerspruch zu v ¢ Fg(J).

Da alle Blocke der Lange N synchronisierend sind, ist Lo, eine Konjugation
(dhnliches Argument wie in Ubungsaufgabe 3 auf Blatt 6). Sei schlieBlich r
die Anzahl der Knoten in der minimalen rechtsauflésenden Darstellung G. Da
X von endlichem Typ ist, ist X ein N-Schritt-Shift fiir ein N > 1, so dass
alle Blocke in By (Xg) synchronisierend sind. Sei G der beschriftete Graph,
der aus dem Beschriftungsprodukt G x G entsteht, indem wir die » Knoten der
Form (I,I) zusammen mit den Kanten, die sie enthalten, entfernen. Dann hat
(_3 r2 — r Knoten und die Beschriftungen von Pfaden in C; sind genau die nicht
synchronisierenden Blocke fiir G. Wenn Q einen geschlossenen Pfad enthalten
wiirde, dann hétte G beliebig lange nicht synchronisierende Blocke, was nicht
sein kann, da alle Blocke in By (Xg) synchronisierend sind. Der Graph G hat
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Abbildung 16: Zwei beschriftete Graphen

r2 —r Knoten, also wiirde jeder Pfad der Linge r? —r einen Knoten wiederholen
und damit einen geschlossenen Teilpfad enthalten. Daher haben alle Pfade auf
G und damit auch alle nicht synchronisierenden Blécke eine Linge < r2 —r — 1.
Wir folgern, dass alle Blocke in B,2_,.(Xg) synchronisierend sind, woraus nach
dem ersten Teil des Satzes folgt, dass X ein (r? — r)-Schritt-Shift ist. O

4.53 Bemerkung: In der Tat kann man zeigen, dass Xg in obigem Satz ein
(r? — r)/2-Schritt-Shift ist (siche Aufgabe 2 auf Blatt 8).

4.54 Beispiel: Jeder der beschrifteten Graphen in Abbildung[I6]ist irreduzibel,
rechtsauflésend und Nachfolger-separiert. Nach Korollar [£:37) ist also jeder eine
minimale rechtsauflosende Darstellung eines sofischen Shifts. Fiir jedes N > 1
ist 0 nicht synchronisierend fiir jeden der Graphen. Mit Satz kénnen wir
folgern, dass keiner der sofischen Shifts von endlichem Typ ist.

4.55 Beispiel: In Beispiel haben wir gezeigt, dass die zwei beschrifteten
Graphen in Abbildung [T1] denselben sofischen Shift X darstellen und dass bei-
de minimale rechtsauflésende Darstellungen sind. Sei G der rechts abgebildete
Graph in der Abbildung. Dann ist jeder Block in Bs(X) synchronisierend fiir
Go. Denn ¢, aa, ba und bb sind offensichtlich synchronisierend und jeder Block in
B3(X) enthilt mindestens einen dieser Blocke. Aus Satz folgt dann, dass
X ein 3-Schritt-Shift ist.

Sei G; der links abgebildete Graph in Abbildung Wir beobachten, dass fiir
N > 1 der Block a nicht synchronisierend fiir G; ist. Obwohl also X ein 3-
Schritt-Shift ist und G; eine minimale rechtsauflésende Darstellung von X, gibt
es beliebig lange nicht synchronisierende Blocke fiir G;. Dies zeigt, warum es im
zweiten Teil von Satz[£.52 notwendig ist vorauszusetzen, dass X irreduzibel ist.
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5 Entropie

Die Entropie einer Abbildung (aufgefasst als dynamisches System) ist ein Mafl
fiir die Komplexitét ihrer Orbitstruktur. Fiir Shifts misst die Entropie auflerdem
die ,, Informationskapazitat® oder die Féhigkeit, Nachrichten zu iibermitteln.

Die Entropie eines Shifts ist eine wichtige Grofle, da sie invariant unter Konju-
gation ist, fiir eine grofle Klasse von Shifts berechnet werden kann und sich gut
mit Standardoperationen wie Faktorcodes und Produkten vertragt.

5.1 Definitionen und elementare Eigenschaften

Wir erinnern daran, dass das charakteristische Polynom einer n x n-Matrix A
definiert ist als x 4(t) = det(t]—A), wobei I die n x n-Einheitsmatrix bezeichnet.
Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen von y 4. Ein zu einem Eigenwert A
gehoriger Eigenvektor ist ein Vektor v # 0 mit Av = Av.

Eine (nicht notwendigerweise quadratische) Matrix A heiflt positiv, falls all ihre
Eintriige positiv sind. In diesem Fall schreiben wir A > 0. Analog sagen wir,
dass A nichtnegativ ist, falls alle Eintrage von A nichtnegativ sind und schreiben
A > 0. Wir schreiben A > B bzw. A > B, falls A und B dieselben Dimensionen
haben und A — B > 0 bzw. A — B > 0. Da Vektoren spezielle Matrizen sind,
konnen diese Definitionen genauso auf Vektoren angewandt werden.

Sei X ein Shiftraum. Die Anzahl |B,,(X)| der erlaubten Blicke der Linge n gibt
uns eine gewisse Idee von der Komplexitat von X. Je grofler die Anzahl der
n-Blocke, desto komplizierter ist der Shiftraum. Wie wir spéter sehen werden,
wéchst |B,(X)| anndhernd wie eine Exponentialfunktion 2° und die Zahl ¢ ist
die Entropie von X. Diese Zahl sollte ungefihr gleich (1/n)log, | B, (X)| sein fiir
hinreichend grofie n. Wir werden im Folgenden stets die Basis 2 fiir Logarithmen
verwenden und nur log statt log, schreiben.

5.1 Definition: Die Entropie eines Shifts X ist definiert als

WX) = Tim = log [Bu(X)|.

n—oo N

Dass der Limes in obiger Definition existiert, werden wir weiter unten zeigen.
Zunéchst stellen wir fest, dass |B,(X)| < |A|", wenn X ein Shift iiber dem
Alphabet A ist, so dass

1
—log B, (X)| < log| A

woraus h(X) < log|A| folgt. Falls X # 0, gilt |B,,(X)| > 1 fiir alle n. Insgesamt
folgt 0 < h(X) < co. Da B,,(0) = 0 fiir alle n, gilt h(0) =

—0OQ.

5.2 Beispiel: Sei X = X} der volle r-Shift. Dann gilt |B,(X)| = ", also
h(X) = logr.
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Abbildung 17: Eine Darstellung des Goldenen-Schnitt-Shifts als Knotenshift

5.3 Beispiel: Sei G ein Graph, so dass bei jedem Knoten genau r Kanten
beginnen. Die Anzahl der Pfade der Lange n, die bei einem Knoten in diesem
Graphen beginnen, ist folglich »™. Hat G k Knoten, so gilt also |B,(Xg)| = k-r™.
Damit folgt

1
hXeg) = nl;rréo (n logk + logr) = logr.

5.4 Beispiel: Sei X = X iiber A= {0,1} mit F = {11}. Wir erinnern daran,
dass X der Knotenshift XG fiir den Graphen in Abbildung ist. Fir n > 2
gibt es eine Bijektion zwischen B,,(X) = Bn(Xg) und B,,—1(X¢) und wir kénnen
Satz verwenden, um die Anzahl der (n — 1)-Blécke in X¢ zu zéhlen. Die
Ubergangsmatrix von G ist
1 1
M

Nach Satz gilt |Bn(Xe)| = Z?,J:l(Am)IJ' Wir koénnen die Eintridge von
A™ berechnen, indem wir A diagonalisieren. Die Eigenwerte von A sind die
Nullstellen des charakteristischen Polynoms von A, also

xa(t) =det(tl —A) = (t—1t—1=1t>—t—1,

fiir die wir die Werte

-
S

1—
2

S

A= und p=

2

erhalten. Die zugehorigen Eigenvektoren ergeben sich zu

n=| ] wa w4 ]

Indem wir also

setzen, so dass

erhalten wir



Es folgt

—1 pm o —1 m __ )\m O
PlA™P = (P~'AP) {0 u}

Damit erhalten wir

m pL 0 1 1 )\m+1 _ 'um+1 P 'um
A - P|: 0 Mm:|P _\/g|: )\m_lum )\mfl_,ulmfl
— |: Jm41 fm :|
fm fm—l ’

wobei f,, == (1/V/5)(A™ — u™). Da A2 = X\ + 1, folgt A™F2 = X+ 4 \™ und
analog fiir p, so dass fim+2 = fmt1 + fm. Wir konnen daher f,, rekursiv aus
den ersten beiden Eintrdgen f; = 1 und f; = 1 bestimmen und erhalten die
Fibonacci-Folge 1,1,2,3,5,8,13,.... Dies zeigt zugleich, dass das m-te Folgen-
glied der Fibonacci-Folge gegeben ist durch

HC )

Wir folgern, dass

|Bm(XG)| = fm+1 + fm + fm + fmfl = fm+2 + fm+1 = fm+37

woraus 1
Bn X == Bn— X = fn - )\n+2 _ n+2
1Bn(X)| = [Bu-1(Xa)| = fate \/5( 2

folgt. Da A ~ 1.61803 und u ~ —0.61803, ist die Wachstumsrate von |B,,(X)|

durch X bestimmt. Genauer gilt: Da p™/A™ — 0, ist

1 1 1
_ : - — 1 - n+2 _ n+2
hMX) = nlgx;onlog|8n(X)| nlgn nlog \/5()\ utre)

. 1 1 n -+ 2 1 u”+2

2
= lim (1 + n) log A = log A.

n—oo

Die Zahl A\ = (1++/5)/2 ist bekannt als der goldene Schnitt. Deshalb bezeichnen
wir Xz auch als Goldenen-Schnitt-Shift.

Um zu zeigen, dass der Limes in der Definition von h(X) existiert, benstigen
wir folgendes Lemma.

5.5 Lemma: Sei (a,)5>; eine Folge nichtnegativer reeller Zahlen, so dass
Optm < Qp + @y, fiir alle n,m > 1.

Dann existiert der Limes lim,,_, o a,/n und stimmt mit inf,,>1 a,, /n tiberein.
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Beweis: Sei « := inf,,>1 a,/n. Nach Definition gilt a,/n > « fir alle n > 1.
Sei € > 0. Um die Aussage des Lemmas zu beweisen, miissen wir zeigen, dass
an/n < a+ ¢ fiir alle hinreichend groBen n. Dazu wihlen wir ein & mit aj/k <
a+¢e/2. Fir 0<j <kund m > 1 gilt dann

Amk+j Amk + a; Amk ai_]
mk+3 — mk+j3 mk+j " mk mk
may ~ jai ar ~ ap €
o< = — < — —
- mk+mk:_k:+m a+2+
Falls n = mk + j gro genug ist, gilt a1 /m < &/2, so dass a,/n < a+e¢. O

5.6 Satz: Sei X ein Shiftraum. Dann existiert der Limes

lim 1 log | B (X)|

n—oo N,

und ist identisch mit )
inf -~ log B (X)].

Beweis: Fiir beliebige m,n > 1 ist ein (n 4+ m)-Block eindeutig bestimmt
durch seinen initialen n-Block und den darauffolgenden m-Block. Daes |B,,(X)|-
| B, (X)| Kombinationen von n-Blocken und m-Blocken gibt, folgt | B, 4m (X)] <
|Bn(X)] - |Bm(X)] und damit

log [By+m(X)| < log [B,(X)| + log | B, (X)].
Also konnen wir Lemma anwenden. O

5.7 Satz: Ist Y ein Faktor von X, so gilt h(Y) < h(X).

Beweis: Sei ¢ : X — Y ein Faktorcode, induziert von einer Blockabbil-
dung ®, so dass ¢ = B[kl Jeder Block in B,(Y) ist das Bild eines Blocks
in Byym+r(X) unter @ (erweiterte Blockabbildung). Daraus folgt |B,(Y)| <
| Brtm+i(X)] fur alle n, also

1 1
h(Y) = lim —log|B,(Y)| < lim —log|Bum-+r(X)]

. n+m+k 1 B
~ lm ( " )n+m+klog|sn+m+k<x>|h<X>.

Aus dem obigen Satz folgt, dass h(X) unter Konjugation erhalten bleibt.
5.8 Korollar: Sind X und Y konjugierte Shiftrdume, so gilt h(X) = h(Y).

Beweis: Da X und Y konjugiert sind, ist X ein Faktor von Y und umgekehrt.
Also gilt h(X) < h(Y) < h(X). O
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5.9 Beispiel: Der volle 2-Shift ist nicht konjugiert zum vollen 3-Shift, da die
Entropien nicht {ibereinstimmen. Der Goldene-Schnitt-Shift ist nicht konjugiert
zu einem vollen Shift, da der Goldene Schnitt keine ganze Zahl ist.

5.10 Satz: Wenn eine Einbettung von'Y in X existiert, dann gilt h(Y) < h(X).

Beweis: Sei ¢ : Y — X eine Einbettung. Dann ist ¢(Y’) nach Satz ein
Shiftraum und ¢ ist eine Konjugation von Y nach ¢(Y) nach Satz her
gilt h(Y) = h(¢(Y)), da die Entropie unter Konjugation erhalten bleibt. Zudem
gilt h(p(Y)) < h(X), da B, (¢(Y)) C B, (X) fiir alle n, woraus unmittelbar die
Behauptung folgt. O

5.11 Satz: Sei G = (G, L) ein rechtsauflésender beschrifteter Graph. Dann gilt
WXg) = h(Xe).

Beweis: Die Abbildung £ ist ein 1-Block-Faktorcode von X nach Xg, so dass
nach Satz gilt, dass h(Xg) < h(Xg). Der Graph G habe k Knoten. Dann
hat jeder Block in B,,(Xg) hochstens k Darstellungen, da G rechtsauflosend ist.
Es folgt |B,(Xg)| > (1/k)|Bn(X¢)|, woraus sich h(Xg) > h(Xg) ergibt. O

Als néchstes wollen wir die Wachstumsrate der Anzahl n-periodischer Punkte
in einem Shift untersuchen.

5.12 Definition: Fiir einen Shiftraum X sei p,,(X) die Anzahl der periodischen
Punkte in X mit Periode n.

Um die Wachstumsrate von p,,(X) einzufiihren, erinnern wir an die Definition
des Limes Superior einer Folge (b,,)nen reeller Zahlen:

b=limsupb, := lim sup by,,.
n—00 nN=0 m>n

Aquivalent dazu kénnen wir b als den gréften Haufungswert der Folge (b, )nen
definieren. Falls (b, )nen konvergiert, gilt lim, o0 b, = limsup,,_, . bn.

5.13 Satz: Sei X ein Shiftraum. Dann gilt

1
lim sup — log p,, (X) < h(X).
n

n—oo

Beweis: Jeder Punkt x mit Periode n ist eindeutig bestimmt durch z(g,_1] €
B, (X). Daraus folgt p,, (X) < |B,,(X)|, woraus sich die Behauptung ergibt, wenn
wir auf beiden Seiten den Logarithmus nehmen, durch n teilen und den lim sup
fiir n — oo betrachten. O

5.14 Beispiel: Die Folge der Zahlen (1/n)logp,(X) konvergiert nicht immer.

Zum Beispiel sei
0 2
=[5 0]
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und X = X 4. Dann ist p,(X) = Spur A” und daher

2.6"/2  fiir gerade n,
pu(X) = { 0 fiir ungerade n.

Denn fiir gerade n gilt

n/2
" " 6 0 6"/2 0
A(A%/?{O 6] { 0 6"/2]

und folglich
Antl 6"/2 0 027 0 2-67/2
0 62 3 0| | 3.-6m2 0 '

5.2 Perron-Frobenius-Theorie

Sei G ein Graph mit r x r-Ubergangsmatrix A. Die Anzahl der n-Blscke in X
ist gegeben durch

T

Bo(Xa) = > (A™)1.

I,J=1

Um also die Entropie von X zu berechnen, miissen wir die Wachstumsrate
der Eintridge von A™ bestimmen. Die Perron-Frobenius-Theorie ist genau das
richtige Werkzeug, um dies zu tun, wenn G irreduzibel ist. Insbesondere zeigt die
Theorie, dass die Wachstumsrate durch den gréfiten Eigenwert von A bestimmt
ist. Allgemeine Graphen werden wir in Unterabschnitt behandeln.

Sei A # 0 eine quadratische nichtnegative Matrix. Wir nehmen zunéchst an,
dass A einen positiven Eigenvektor v hat. Dann gilt (Av); > 0 fiir ein I. Ist also
A der Eigenwert fiir v, so gilt Avy = (Av); > 0. Da vy > 0, folgt A > 0. Indem
wir A auf Av = \v anwenden, erhalten wir A%v = AAv = A%v und allgemein
A"y = X" fiir alle n > 1. Daher gilt fiir jedes I, dass

T

Z(AH)IJ’UJ = )\nU[.

J=1

Sei

¢:=min{vy,ve,...,v,} und d:=max{vy,ve,...,v,}.

Dann gilt
CZ(A”)]J < Z(An)]JUJ = \"v; < d\".
J=1 I=1

Indem wir durch ¢ teilen und iiber I summieren, erhalten wir

T

" d rd
n < n n n
Z (A")1 < gg)\ = (c ) A" = do ",

I,J=1
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wobei dg :=rd/c > 0.
Um >, ;(A")r; nach unten abzuschétzen, beobachten wir, dass fiir jedes I gilt:

T

A" < Np =Y (AN vy <d Y (AM)<d Y (A"
J=1

J=1 I,J=1

Setzen wir ¢g := ¢/d > 0, so kénnen wir folgern, dass

Co)\n S Z (An)]J.

I,J=1

Wir kénnen unsere Ergebnisse folgendermaflen zusammenfassen:

5.15 Satz: Sei A # 0 eine nichtnegative Matrix mit einem positiven Eigenvek-
tor v. Dann ist der zugehorige Eigenwert A positiv und es gibt positive Kon-
stanten co und dy, so dass

A" < D (A™) 1y < doA™. (8)
rJ=1

Ist daher G ein Graph mit Ubergangsmatrix A, so gilt h(Xg) = log \.

Beweis: Wir haben bereits alles aufler der letzten Aussage bewiesen. Dazu
stellen wir fest, dass |B,(X¢)| identisch ist mit dem mittleren Term in ().
Indem wir den Logarithmus nehmen, durch n teilen und n gegen unendlich
gehen lassen, folgt die Aussage. O

Unsere Annahme, dass A einen positiven Eigenvektor hat, hat zwei zusétzliche
Konsequenzen. Sei zunéichst u ein anderer positiver Eigenvektor fiir A und 6 der
zugehorige Eigenwert. Unsere vorherige Annahme kann auch auf u angewendet
werden, so dass h(X¢g) = logf, woraus 6§ = A folgt. Daher ist A der einzige
Eigenwert von A, der zu einem positiven Eigenvektor gehort.

Nun sei p ein anderer Eigenwert von A und w ein Eigenvektor zum Eigenwert
. (Beachte, dass sowohl p als auch w komplex sein kénnen.) Wir definieren die
Summennorm von w als ||wl| := Y"7_, |ws| (komplexer Betrag). Da A"w = p"w
und A > 0, folgt

" lwll = [lp"w] = [[A"w]]
= Z(A")ij + -+ (An)r.]w.]
J=1 J=1
< Z(A")1J|wj| +-o Z(A")rﬂwﬂ
J=1 J=1
< n < n.
< (i o) 32 (40 < e
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Da ||w|| # 0, folgt |u| < d(l)/n)\ und fiir n — oo folgt |u| < A, dalim, d(l)/n =1

Dabher ist A der betragsgrofite Eigenwert von A.

Die oben verwendeten Argumente hingen stark von der Tatsache ab, dass A
nichtnegative Eintrége hat. Jedoch hingen sie nicht von der Tatsache ab, dass
die Eintrage ganzzahlig sind. In der Tat l&dsst sich die Perron-Frobenius-Theorie
auf nichtnegative (reelle) Matrizen anwenden, obwohl wir sie hauptséchlich ver-
wenden, wenn die Eintridge nichtnegative ganze Zahlen sind.

5.16 Definition: Eine nichtnegative Matrix A heifit irreduzibel, falls fiir jedes
Paar (I,J) von Indizes ein n > 0 existiert mit (A™)r; > 0. Wir verwenden
die Konvention, dass A° = I, und folglich ist die 1 x 1-Matrix [0] irreduzibel.
Eine nichtnegative Matrix A ist wesentlich, falls keine ihrer Zeilen oder Spalten
identisch Null ist.

5.17 Bemerkung: Man kann leicht feststellen, dass ein Graph irreduzibel ist
genau dann, wenn seine Ubergangsmatrix irreduzibel ist (siche Aufgabe (1c)
auf Blatt 4). Wir betonen, dass die Irreduzibilitit von A nicht A™ > 0 fiir
irgendein n impliziert. Auflerdem gilt: Ein Graph G ist wesentlich genau dann,
wenn seine Ubergangsmatrix wesentlich ist. Da die O-te Potenz jeder Matrix die
Einheitsmatrix ist, ist die 1 x 1-Matrix [0] irreduzibel. Mit dieser einen Ausnahme
kann eine irreduzible Matrix keine Nullzeilen oder Nullspalten enthalten (d.h. sie
ist wesentlich).

Die Perron-Frobenius-Theorie zeigt, dass eine irreduzible Matrix immer einen
positiven Eigenvektor hat, so dass die obigen Argumente anwendbar sind. Fiir
den restlichen Unterabschnitt sei A stets eine nichtnegative Matrix. Ein reel-
ler Eigenwert A von A ist geometrisch einfach, falls der zugehérige Eigenraum
eindimensional ist und algebraisch einfach, falls er eine einfache Nullstelle des
charakteristischen Polynoms von A ist. Wir erinnern daran, dass algebraische
Einfachheit geometrische Einfachheit impliziert, aber nicht umgekehrt.

Der folgende Satz ist der Satz von Perron-Frobenius. Im Buch [I] von Marcus
und Lind wird er nur in Dimension 2 bewiesen. Wir werden jedoch einen fiir
alle Dimensionen giiltigen Beweis geben.

5.18 Satz: Sei A # 0 eine irreduzible Matrix. Dann hat A einen positiven
Eigenvektor v4 mit zugehorigem Eigenwert A4 > 0, der sowohl geometrisch
als auch algebraisch einfach ist. Ist y ein anderer Eigenwert von A, dann gilt
|| < Aa. Jeder positive Eigenvektor von A ist ein positives Vielfaches von v 4.

Fiir eine irreduzible Matrix A nennen wir A4 den Perron-FEigenwert von A und
v4 einen Perron-Eigenvektor von A. Der Satz zeigt, dass v4 eindeutig bis auf
Multiplikation mit einer positiven Zahl ist.

Beweis: Der Beweis ist in drei Schritte unterteilt.
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Schritt 1: Wir stellen zunéchst fest, dass die Matrix I + A die Eigenschaft hat,
dass eine ihrer Potenzen ausschliefllich positive Eintrige hat, da

k

(I+A)k:Z(I;)Aj:I+kA+

Jj=0

@A2+---+Ak

und die Matrix A irreduzibel ist. Nun sei k fest gewiihlt, so dass P := (I+A)* >
0. Es gilt
v<w, v#Fw = Pv<Puw, 9)

da ,
[Plv—w)]; = ZPU(U—w)J > 0.
j=1
Wir definieren den positiven @ C R" durch
Q:={z€eR" : >0, z#0}

und bezeichnen mit C' den Schnitt von @ mit der Einheitssphire {x € R”
||z = 1}, wobei | - || die Summennorm bezeichnet. Wir definieren

(AZ)[

min
1<I<r, z;#0 2y

L(z) :=max{s >0 : sz < Az} @

fiir jedes z € Q. Die Gleichheit (x) gilt aus folgendem Grund: Zum einen gilt

(AZ)I) 2y < (AZ)JZJ = (Az)s

min
1<I<r, z1#0 21 zZJ

fir jedes J € {l,...,r7} mit z; > 0. Zum anderen gilt: Ist
mini<r<r, »,;20(A2)1/2r = (Az);/2s, so folgt

A
<6 * 1§Ig713nzz;é0 ( zj)1> 2 =0+ (A2) > (A2)s

fiir jedes 6 > 0. Da L(rz) = L(z) fiir alle r > 0, hiingt L(z) nur von dem Strahl
durch z ab. Mit @D folgt aus sz < Az, dass sPz < PAz = APz und damit
L(Pz) > L(z). Falls L(z)z # Az, folgt mit (9), dass L(z) Pz < APz. Folglich ist
L(Pz) > L(z), aufer z ist ein Eigenvektor von A zum Eigenwert L(z). Dies legt
es nahe, nach einem positiven Vektor zu suchen, der L maximiert. Betrachte
dazu das Bild von C' unter P. Dies ist eine kompakte Menge, da P stetig ist
und C kompakt. Da P positiv ist, ist zudem jeder Vektor in P(C') positiv. Die
Einschrinkung von L auf P(C) ist eine stetige Funktion und nimmt daher ein
Maximum Ly, auf P(C) an. Da L(z) < L(Pz), ist dies sogar ein Maximum
auf Q. Da L(Pz) > L(z) auler wenn z ein Eigenvektor ist, folgt, dass L sein
Maximum bei einem Eigenvektor v4 > 0 von A annimmt. Wir kénnen daher
Satz anwenden. Aufgrund der auf diesen Satz folgenden Uberlegungen ist
Aa = Lpayx > 0 der betragsgrofite Eigenwert von A.
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Schritt 2: Wir beweisen, dass aus 0 < B < A und B # A folgt, dass |o| < Aa
fiir jeden Eigenwert o von B gilt. Es gelte Bz = 0z, z # 0. Dann folgt

Alz| = Blz| = |o]|2], (10)
wobei |z| der Vektor mit Komponenten |z, ..., |z.| ist. Daraus folgt
|O“ S Lmax(A) = )\A-

Falls [o| = A4, folgt L(|2]) = Lmax(A). Daraus ergibt sich |z| > 0 und mit (0],
dass |z| ein Eigenvektor von A und B zum Eigenwert A4 ist. Aber dann gilt
(A= B)|z|] = 0, was wegen |z| > 0 unméglich ist, auBler wenn A = B. Indem wir
die i-te Zeile und die i-te Spalte von A Null setzen, erhalten wir eine Matrix
A; mit A; < A und A; # A (wegen der Irreduzibilitit kann keine Zeile und
keine Spalte von A identisch Null sein.) Also sind die Eigenwerte von A; alle
betragsméfig kleiner als A 4.

Schritt 3: Sei C' eine beliebige r x r-Matrix und A = diag(\1, ..., \.). Indem
wir det(A — C) nach der i-ten Zeile entwickeln, sehen wir, dass

0
o\

det(A — C) = det(Auy — Ciy),

wobei der Index (i) bedeutet, dass wir die i-te Zeile und die i-te Spalte aus der
jeweiligen Matrix entfernt haben. Wenn wir A; = X setzen und die Kettenregel
anwenden [f] folgt

d

Iy detM = C) = Z det(A\] — C(iy).
Jede der Matrizen Aal — A(;) hat eine positive Determinante, denn die Determi-
nante ist das Produkt der Eigenwerte, also [[ (A4 — o), wobei o die Eigenwerte
von A(; durchliduft. Die Eigenwerte von A(;) sind auch Eigenwerte von A; und
deshalb gilt |o] < A4 nach Schritt 2. Ist o reell, so gilt Ay — o > 0. Ist o echt

komplex, so ist auch die zu o komplex konjugierte Zahl & ein Eigenwert von
A(;y mit derselben Vielfachheit. Dies fiihrt nur zu Faktoren der Form

Ma+0)Aa+7)=[Aa—0o*>>0
in [],(Aa — o) und zeigt deshalb, dass |det(Aal — A(;))| > 0. Folglich ist

ETN /\:/\Adet()\l —A) >0,

woraus folgt, dass A4 keine Nullstelle der Ableitung des charakteristischen Po-
lynoms ist. Damit hat A4 die algebraische und geometrische Vielfachheit 1. Da,
wie wir bereits weiter oben gesehen haben, jeder positive Eigenvektor ein Ei-
genvektor zum Eigenwert A4 sein muss, folgt, dass jeder positive Eigenvektor
ein Vielfaches von v, ist. O

8Wir betrachten die Komposition der differenzierbaren Abbildungen A + (A,...,)\) € R"
und (A1, ..., Ar) — det(diag(A1,...,Ar) = C).
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5.3 Berechnung der Entropie

Ist X ein irreduzibler Shift von endlichem Typ, so ist er konjugiert zu einem
Kantenshift mit irreduzibler Ubergangsmatrix A. Aus den Ergebnissen der vor-
herigen zwei Unterabschnitte kénnen wir folgern, dass h(X) = log A 4. Wir wer-
den auflerdem die Entropie eines irreduziblen sofischen Shifts berechnen und
zeigen, dass die Wachstumsrate der Anzahl n-periodischen Punkte in diesem
Fall mit der Entropie iibereinstimmt. Reduzible Shifts werden wir im néchsten
Unterabschnitt behandeln.

5.19 Satz: Es gelten folgende Aussagen:

(1) Ist G ein irreduzibler Graph, so gilt h(Xg) = log A y(c)-

(2) Ist X ein irreduzibler M-Schritt-Shift von endlichem Typ und G der we-
sentliche Graph mit XM+1 = X, dann gilt h(X) = log Aa(c)-

Beweis: Da A = A(G) irreduzibel ist, zeigt der Satz von Perron-Frobenius,
dass A einen positiven Eigenvektor zu einem positiven Eigenwert A 4 hat. Daher
kann Satz angewendet werden, der h(X¢) = log Ag(¢) liefert.

Um die zweite Aussage zu beweisen, stellen wir fest, dass X = XM+ und
die Entropie invariant unter Konjugation ist. Also folgt h(X) = h(XM+1]) =
h(Xg). Da X irreduzibel ist, ist es auch A(G) und wir kénnen Aussage (1)
anwenden. O

5.20 Beispiel: Sei A= {0,1}, F = {111} und X = X z. Dann ist X die Menge
aller Punkte im vollen 2-Shift, in denen keine drei Einsen aufeinander folgen.
Dies ist ein 2-Schritt-Shift. Der Graph G mit X3! = X hat die Knoten 00, 01,
10 und 11 und die irreduzible Ubergangsmatrix

11 00
00 11
A_1100
0010

(Der Ubergang von 11 nach 11 ist verboten, da der Block 111 verboten ist.)
Folglich gilt h(X) = log Aa. Das charakteristische Polynom von A ist x(t) =
t*— 13 —t2 —t, dessen Nullstellen t = 0, t ~ —0.4196440.60629 und t ~ 1.83929
sind. Daher gilt h(X) =~ log 1.83929 ~ 0.87915.

Als nichstes betrachten wir sofische Shifts.

5.21 Satz: Sei X ein irreduzibler sofischer Shift und G = (G, L) eine irreduzible
rechtsauflosende Darstellung von X. Dann gilt h(X) = log A a(q)-

Beweis: Nach Satz gilt h(X) = h(Xg) = h(X¢) und da G irreduzibel ist,
folgt aus dem vorherigen Satz, dass h(Xq) = log Aa(q)- O
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5.22 Bemerkung: Natiirlich kann man den vorherigen Satz auch auf irredu-
zible Shifts von endlichem Typ anwenden. Also liefern Satz 2) und Satz
zwei verschiedene Methoden, um die Entropie eines irreduziblen Shifts von
endlichem Typ zu berechnen.

5.23 Satz: Ist X ein irreduzibler sofischer Shift, dann gilt

1
h(X) = limsup - log pn(X).

n—oo

Beweis: Die Ungleichung

1
h(X) > limsup — log p,, (X)
n

n—oo

gilt fiir jeden Shift X nach Satz

Wir beweisen die umgekehrte Ungleichung zun#chst fiir irreduzible Shifts X
von endlichem Typ. Sei G ein irreduzibler Graph, so dass X¢ = X und folglich
Pn(X) = pn(Xg) und h(X) = h(X¢g). Da G irreduzibel ist, gibt es eine Zahl
N € N, so dass es fiir jedes Paar I,J von Knoten in G einen Pfad von I nach
J mit Linge < N gibt. Gilt folglich 7 € B,,(Xg), so gibt es einen Pfad 7 der
Linge < N von ¢(m) nach i(r). Dann ist 77 ein geschlossener Pfad und (77)>
hat Periode n+|7] € {n,n+1,...,n+ N}. Auf diese Art erzeugt jeder Block in
B, (Xq) einen periodischen Punkt in X¢, dessen Periode zwischen n und n+ N
liegt, wobei verschiedene Blocke verschiedene Punkte erzeugen. Daher gilt

1Bn(Xa)| < pn(Xa) +prt1(Xa) + - + poin (Xa).
Fiir jedes n sei k(n) so gewéhlt, dass p,4x(n)(Xg) die groBte unter den Zahlen
pn(Xa), ..y Pntn(Xa) ist. Dann folgt
|Bn(XG)| < (N+ 1)pn+k(n)(XG)
und daher

MX) = h(Xa) = lim - log|Ba(Xo)|

n—o00 N,

1 1
< limsup - log(N +1) + o log prtr(n)(Xa)

n—roo

1
< lim sup — IOg Pm (XG)7
m

m—00
womit das Resultat fiir irreduzible Shifts von endlichem Typ bewiesen ist.

Nun sei X ein irreduzibler sofischer Shift. Sei G = (G, £) eine irreduzible rechts-
auflésende Darstellung von X. Satz[5.11]liefert h(X) = h(Xg) = h(Xg). G habe
r Knoten. Da G rechtsauflosend ist, hat jeder Punkt in Xg hochstens r Darstel-
lungen in Xg. Da L., n-periodische Punkte in X auf n-periodische Punkte in
Xg abbildet, folgt

p(Xg) > —pu(Xa)
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Damit folgt

1
lim sup — logpn(Xg) > limsup flog +flogpn(Xg)

n— oo n—oo

= Jimsup ~ logp (Xg) = h(Xa) = h(X).

n—oo

O

Dasselbe Resultat gilt fiir die Wachstumsrate der Punkte mit Primperiode n.

5.24 Definition: Fiir einen Shiftraum X sei g, (X) die Anzahl der periodischen
Punkte in X mit Primperiode n.

5.25 Korollar: Ist X ein irreduzibler sofischer Shift, so gilt

h(X) = lim sup log qn(X).

n—oo

Beweis: Nach Satz gilt

0 < limsup — logqn(X) < limsup — logpn(X) < h(X).

n—oo n—oo
Ist h(X) =0, so ist nichts mehr zu tun. Also diirfen wir annehmen, dass h(X) >
0. Nach Satz [5.23] gibt es eine Tellfolge n; — 0o mit

lim — logpm (X) = h(X).

i—00 N
Sei € > 0. Dann gilt fiir hinreichend grofle i, dass
P, (X) > exp(n;h(X) — nse).
Nach Satz gilt auBlerdem, dass fiir hinreichend grofie m und alle j < m gilt:
pj(X) < exp(mh(X) + me).
Wiirde dies ndmlich nicht gelten, so konnten wir eine Folge m; — oo finden und

eine weitere Folge j; < m; mit

1 i

~logp; (X) 2 (X)) +€) = h(X) + <

Da h(X) > 0, kénnen wir die Folge j; so wihlen, dass j; — co. Dann folgt
hmsup—logpjf( ) > h(X)+e

i—soco Ji
im Widerspruch zu Satz Aber es gilt auch

m(n)

Qn( = Z p] ) I_n/2J
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da auf der rechten Seite mindestens die Anzahl aller n-periodischen Punkte mit
kleinerer Primperiode als n abgezogen wird. Fiir hinreichend grofle i folgt

ni/2]
0 (X) > pu(X) = D pi(X)

> eXp(mh(X)1 nie) — [ni/2] exp([ni/2|h(X) + [ni/2]e)
exp(nih(X) — nie) [1 = [ni/2] exp(=(ni/2 + DA(X) + ni(3/2)e)]
= exp(nih(X) —nie) [1 — [ni/2] exp(=h(X) — ni(1/2h(X) + 3/2¢))] .

Y

Fiir hinreichend kleines € konvergiert der Faktor in eckigen Klammern gegen 1,
wenn ¢ — 00, da h(X) > 0. Damit folgt

1 1
limsup — log ¢, (X) > limsup — log ¢,,, (X) > h(X) — ¢,

n—oo T i—oo Tl

womit der Beweis abgeschlossen ist, da € > 0 beliebig gew#hlt war. O

5.4 Irreduzible Komponenten

Sei G ein beliebiger Graph. Wir werden in diesem Unterabschnitt zeigen, dass G
gewisse irreduzible Teilgraphen G; enthilt, die sogenannten irreduziblen Kom-
ponenten von G, und dass die Untersuchung des Shifts X sich im Wesentlichen
auf die Untersuchung der irreduziblen Shifts X, reduziert. Zum Beispiel werden
wir zeigen, dass h(X¢g) = max; h(Xg,) und wir wissen, dass h(Xq,) = log A,
wobei \; der Perron-Eigenwert von A(G;) ist.

Wir werden wie zuvor Matrizen mit nichtnegativen Eintrégen betrachten. Sei
A eine solche m x m-Matrix. Unser Ziel ist es, A durch eine Umnummerierung
der Indizes als Block-Dreiecksmatrix darzustellen. Die quadratischen Matrizen
A; entlang der Diagonalen werden die irreduziblen Komponenten von A sein,
und das Wachstum von A" wird kontrolliert durch das Wachstum der A}.

Hat A nichtnegative ganzzahlige Eintriige, so haben wir A bereits einen Graphen
G(A) = G4 zugeordnet, denjenigen Graphen mit Knotenmenge {1,...,7} und
Ay j verschiedenen Kanten von I nach J. Fiir eine beliebige nichtnegative Matrix
sei [A] die Matrix, die man erhélt, indem man jeden Eintrag A;; von A durch
[Ars] (d.h. der kleinsten ganzen Zahl > Aj ;) ersetzt. Dies ist eine nichtnegative
Matrix mit ganzzahligen Eintrdgen und wir definieren G(A) = G4 := G([A]).

Fiir Knoten I,J schreiben wir I ~ J, falls (A™)r; > 0 fiir ein n > 0. Also
gilt I ~~ J, falls ein Pfad in G von I nach J existiert. Es gilt stets I ~» I, da
(A% ;7 = 1, oder #quivalent dazu, da der leere Pfad e; von I nach I verliuft.
Wir sagen, dass I mit J kommuniziert, falls I ~» J und J ~» I. Dies ist eine
Aquivalenzrelation und partioniert deshalb die Knoten von G in Aquivalenzklas-
sen, die wir kommunizierende Klassen nennen. Eine kommunizierende Klasse ist
daher eine maximale Teilmenge der Knotenmenge, so dass darin jeder Knoten
mit jedem kommuniziert.

8



5.26 Beispiel: Wir betrachten die Matrix

1 2 3 4 5 6 7

1/0 0 2 0 0 1 1

210 1.0 1.1 0 O

310 1.0 0 0 1 O

A=4]10 0 0 1 0 0 O
510 1 01 0 0 O

61 1 0 0 0 0 1

7\0 O 0O 0 0 0 O

Die kommunizierenden Klassen sind C; = {4}, Cy = {2,5}, C5 = {7} und

Cy=1{1,3,6}, denn

2~ 5~ 2
6~ 1~ 3~ 6,

{4} und {7} sind offensichtlich Aquivalenzklassen und von 5 aus ist nur die
Menge {2,4,5} erreichbar.

Wir konstruieren einen Graphen H, dessen Knoten die kommunizierenden Klas-
sen von G sind und fiir den eine Kante von der Klasse C' zur Klasse D verlduft
genau dann, wenn C # D und wenn es eine Kante in G von einem Knoten in
C zu einem Knoten in D gibt. Beachte, dass es in ‘H keine geschlossenen Pfade
gibt, da ein geschlossener Pfad eine gréflere kommunizierende Klasse erzeugen
wiirde. Hétte jeder Knoten in H eine ausgehende Kante, so wiirde man, die-
sen Kanten sukzessive folgend, einen geschlossenen Pfad erhalten. Daher muss
H mindestens einen Knoten ohne ausgehende Kanten haben, eine Senke. Ein
dhnliches Argument zeigt, dass H auch Knoten ohne eingehende Kanten haben
muss (Quellen).

Indem wir eine Senke nach der anderen entfernen, kénnen wir die kommuni-
zierenden Klassen in eine Ordnung C4,Cs, ..., C bringen, so dass es nur dann
einen Pfad von Cj nach C; geben kann, wenn j > 4. Diese Ordnung der Knoten
fithrt zu einer Darstellung von A in Block-Dreiecksform:

Ay 0 0o ... O
* A2 0 0
A=| » = A3 ... 0
* k% ... A

wobei die x-Eintrége Untermatrizen mit nichtnegativen Eintrégen entsprechen.
Sei G; der Teilgraph von G mit Knotenmenge C;, dessen Kanten diejenigen
von G sind, die in C; beginnen und enden. Dann ist jedes G; irreduzibel und
hat Ubergangsmatrix A;. Wir nennen die G; die irreduziblen Komponenten von
G und die A; die irreduziblen Komponenten von A. Manchmal werden wir die
Shifts Xq, als die irreduziblen Komponenten von X bezeichnen.
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Indem wir in Beispiel die Ordnung C4, Cs, C3, Cy verwenden, erhalten wir
die Matrix

Lo = =1 U1 N
OO O
= OO~ O N
OO DD DO H=HO L
O OO OO
— O oo oo
SN OO OO
O == OO OO

6 \0 1 0

Das charakteristische Polynom einer Matrix bleibt bei einer simultanen Permu-
tation von Zeilen und Spalten unverindert. Also kénnen wir das charakteristi-
sche Polynom mit Hilfe der obigen Block-Dreiecksform berechnen. Dies ergibt

XA(t) = xa, (B)xa,(t) -+ x4, (1)

Dabher sind die Eigenwerte von A die Eigenwerte der A;. Insbesondere der be-
tragsmafig grofite Eigenwert A 4, ist auch ein Eigenwert von A. Dies legt folgende
Definition nahe.

5.27 Definition: Sei A eine nichtnegative Matrix mit irreduziblen Komponen-
ten Ay, ..., Ay. Der Perron-Eigenwert Ay von A ist A4 := maxj<;<i Aa,.

5.28 Lemma: Fiir eine beliebige nichtnegative Matrix A ist der Perron-
Eigenwert A s der betragsméBig grofite Eigenwert von A.

Beweis: Die Menge der Eigenwerte von A ist die Vereinigung der Eigenwert-
mengen der Komponenten A;. Ist also p ein Eigenwert von A, so ist |u| < Ay,
fiir ein 4, woraus unmittelbar die Behauptung folgt. O

Ist C eine beliebige (komplexe) n x n-Matrix, so ist der Spektralradius von C' der
Betrag des betragsgrofiten Eigenwerts von C. Das obige Lemma zeigt deshalb,
dass der Spektralradius einer nichtnegativen Matrix ihr Perron-Eigenwert ist.

Das folgende Resultat zeigt, dass der Perron-Eigenwert das exponentielle Wachs-
tum von A" bestimmt. Dies ist eine Verallgemeinerung von Satz [5.19(1) auf
allgemeine Graphen.

5.29 Satz: Sei G ein Graph mit Ubergangsmatrix A. Dann gilt h(X¢g) =
log A 4.

Beweis: Seien Aj, As, ..., Ay die irreduziblen Komponenten von A. Dann ist
/\A = )\Aq fiir ein q. Da |Bn(Xg)| > ‘Bn(ng)L gﬂt

h(Xa) > h(ng) = log )\Aq =log 4.
Beachte, dass aus A4 = 0 folgt, dass jedes A; die 1x 1-Matrix [0] ist (da nach dem

Satz von Perron-Frobenius eine irreduzible Matrix ungleich [0] einen positiven
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Eigenwert hat). Dann gibt es keine bi-unendlichen Pfade auf G und folglich gilt
X¢ = 0. In diesem Fall gilt also das Resultat. Im Folgenden nehmen wir A4 > 0
an.

Wir werden zeigen, dass h(Xg) < log A4, indem wir die Anzahl der Pfade der
Lange n in G abschiitzen. So ein Pfad ldsst sich zerlegen in Teilpfade, die in
den kommunizierenden Klassen verlaufen und verbunden sind durch Kanten
zwischen den Klassen. Folglich hat jedes 7 € B,,(X¢) die Form

T =T1€1T2€2...Tj_1€;_1T;, (11)

wobei 7; ein Pfad in einem Teilgraphen G ;) ist und e; eine Kante von einem
Knoten in Gy zu einem Knoten in Ggq1). Also gilt ¢(1) > ¢(2) > --- >
q(7), insbesondere j < k. Sei M die Gesamtzahl der Ubergangskanten zwischen
kommunizierenden Klassen. Dann gibt es hochstens M Moglichkeiten fiir jedes
e; in und hochstens n Stellen, wo es auftauchen kann. Deshalb ist die Anzahl
der méglichen Anordnungen fiir die Ubergangskanten hochstens (Mn)*. Wenn
wir so eine Anordnung festgelegt haben, dann ist die Anzahl der Moglichkeiten
m; zu wéhlen héchstens B,y (Xa,,, )|, wobei n(i) = |m;[. Nach Satz und
dem Satz von Perron-Frobenius gibt es ein d > 0, so dass fiir jedes G gilt:

Bou(Xa,)| < AN, < dX].
Die Anzahl der Moglichkeiten, die Teilpfade ; einzufiigen, ist daher héchstens
j ‘ ,
[11Bu) (X))l < d? NG T 75200 < ghy,
i=1
Fiigen wir alle Abschitzungen zusammen, so erhalten wir

1B,.(Xc)| < (Mn)*d*X3.

Daher gilt
1
h(Xg) = lim —log|B,(Xc)l
1 1
< lim [ log(M*d*) + 28 log)\A] =log A4,
n—oo [N n
womit der Beweis abgeschlossen ist. O
s s . 2 0 . N .
5.30 Beispiel: Sei A = { 1 9 } . Dann ist A bereits in Dreiecksform und
n 2m 0
A" = |: nzn—l on :| )

so dass |B,(X4)| = (n/2 4 2)2™. Beachte, dass hier keine Konstante d auf-
taucht, so dass |B,(X )| < d2", dass aber der polynomiale Faktor n/2+ 2 keine
Auswirkung auf die Wachstumsrate h(X4) =logAa =log2 = 1 hat.
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Das obige Theorem zeigt auch, wie man die Entropie eines (moglicherweise
reduziblen) sofischen Shifts berechnen kann. Ist ndmlich G = (G, £) eine rechts-
auflosende Darstellung von X = Xg, so ist nach Satz hMXg) = h(Xg) =
log Ag(@)- Dies zeigt auch, dass jeder sofische Shift einen irreduziblen sofischen
Shift von maximaler Entropie enthélt.

Wie koénnen wir die Entropie eines beliebigen Shifts X berechnen? Eine Idee
ist, Shifts von endlichem Typ als duflere Approximationen von X wie folgt zu
verwenden. Sei F = {wy,wsa,ws, ...} eine (abzdhlbar) unendliche Menge verbo-
tener Blocke, fiir die X = X gilt und sei Fy := {wy,wa,...,wg}. Dann sind
Xr 2 Xr, 2 Xy, O ... Shifts von endlichem Typ und

() X7 =Xy=, 7 =Xr=X.
k=1

Wir kénnen h(Xz,) fiir jedes Fj, berechnen, indem wir das obige Theorem auf
den Kantenshift X, anwenden, wobei G, der einer rechtsauflésenden Darstel-
lung von Xz, zugrundeliegende Graph ist. Das nichste Resultat zeigt, dass
hXr,) gegen h(X) konvergiert.

5.31 Satz: Seien X1 D X5 D X3 D ... Shiftrdume, deren Durchschnitt wir mit
X bezeichnen. Dann gilt h(X) — h(X) fiir k — oc.

Beweis: Sei ¢ > 0. Wir zeigen, dass h(X) < h(X}j) < h(X) + ¢ fiir alle hinrei-
chend grofien k. Da X C Xy, gilt h(X) < h(X}) fir alle k. Da (1/n) log |B,(X)|
gegen h(X) konvergiert, gibt es ein N, so dass

1
—1

N og | By (X)| < h(X) +e.

Da X = (y—; Xk, gibt es ein K, so dass By (Xy) = By(X) fiir alle k > K.
Andernfalls wiirde es eine Folge k; — oo und eine Folge von N-Blocken w; €
By (Xk,)\Bn(X) geben. Da es nur endlich viele N-Blocke iiber einem endlichen
Alphabet gibt, existiert ein N-Block w in (1,2, By (Xk,) mit w ¢ By (X). Sei
x; ein Punkt in Xy, mit (2;)p,n—1] = w. Dann gibt es eine unendliche Menge
So € N, so dass die 0-ten Komponenten (x;)[o fiir alle [ € Sy iibereinstimmen.
Ferner gibt es eine unendliche Menge S; C Sy, so dass die zentralen 3-Blocke
(21)[=1,1 fiir alle [ € S iibereinstimmen. So fortfahrend, erhalten wir unendliche
Mengen Sy 2 S; D S; O ..., so dass die Blocke (ml)[,kyk] fiir alle [ € S}, identisch
sind. Wir definieren einen Punkt  durch x_, 3] := (1) -,k fiir alle & > 0 und
I € Sk. Nach Konstruktion ist x wohldefiniert. Ferner gilt zjo y_1; = w und
z € N2y Xk, = Moy Xk = X, da jeder Block u, der in  vorkommt, in einem
zentralen Block z_j x) mit hinreichend groflem k vorkommt und daraus u €
B(Xy,) fur alle I € Sy, also fiir beliebig grofie I, folgt. Dies ist ein Widerspruch
zuw ¢ By(X).
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Nach Satz [5.6] gilt fiir alle k > K, dass

o1 1
h(Xk) = }Lgfl Elog|3n(Xk)| < N10g|BN(Xk)|
1
= log [B(X)| < h(X) +<,
womit der Beweis abgeschlossen ist. O

Leider hat die Berechnung von h(X ) als Grenzwert der h(X r, ) zwei ernsthafte
Nachteile. Der erste ist ein praktischer: Die Gréfie der Ubergangsmatrix des
Graphen, der Xz, darstellt, kann rapide anwachsen, was es immer schwerer
macht, den Perron-Eigenwert mit ausreichender Genauigkeit zu berechnen. Der
zweite ist ein theoretischer: Wir wissen nicht, wie grofl k gewédhlt werden muss,
so dass h(Xx,) die Entropie von X mit einer gegebenen Toleranz approximiert.

Eine Moglichkeit mit dem zweiten Problem umzugehen ist es, ,,innere* sofische
Approximationen Y C Xz zu bestimmen. Ist ndmlich h(Xz, ) — h(Y) klein,
so haben wir den Wert von h(X) eingegrenzt, da h(Y) < h(X) < h(Xx,).
Solche inneren Approximationen zu finden ist allerdings nicht immer einfach.
Zum Beispiel gibt es einen Shift X mit A(X) > 0 ohne periodische Punkte. Ein
solcher Shift enthélt keine nichtleeren sofischen Shifts, seine Entropie kann also
nicht von innen approximiert werden.

Als nichstes iiberlegen wir uns, wie Anderungen in der Ubergangsmatrix die
Entropie beeinflussen. Sind A und B nichtnegative Matrizen mit B < A, dann
ist der Graph G(B) ein Teilgraph von G(A), also gilt Ag < A4. Wir beweisen
als niichstes eine schirfere Aussage, indem wir zeigen, dass Agp < Ay, falls A
irreduzibel ist und B mindestens einen Eintrag hat, der echt kleiner als der
entsprechende Eintrag in A ist.

5.32 Satz: Sei A irreduzibel und 0 < B < A. Ferner sei By < Ak fiir ein
Indexpaar (K, L). Dann ist Ag < A4.

Beweis: Da A irreduzibel ist, gibt es ein N, so dass fiir jeden Knoten I ein
ausgehender Pfad der Linge N existiert, der eine Kante von K nach L enthilt.
Also gibt es fiir jedes I ein J, so dass (BY)7; < (AN)r;.

Sei v = vg > 0 der Perron-Eigenvektor von A und A4 der Perron-Eigenwert.
Dann ist BNv < ANy = Ao und folglich gibt es ein € > 0 mit

BNy < (1 —¢)\Yv.
Folglich gilt fiir jedes k£ > 1, dass
(BM)w < [(1—e)A)]" v,
Ein zu Satz [5.15] analoges Argument zeigt die Existenz einer Konstanten d > 0
mit
Nk

S <d[1-03) =d[a -]
1,J

83



Nun sei C eine irreduzible Komponente von B mit Ac = Ag. Dann hat C einen
positiven Perron-Eigenvektor und nach Satz gibt es eine Konstante ¢ > 0

mit
ARF <N (CVF) 1 <> (BN . (13)
1,J 1,J
Vergleichen wir und , ziehen die (Nk)-te Wurzel und lassen k gegen
unendlich gehen, so erhalten wir

A < (1—e)'Naq < Ay,

womit der Beweis abgeschlossen ist. O
- . 2 0 10 .
5.33 Beispiel: Seien A = 0 2 und B = 0 2| Dann gilt B < A und

By1 < Aqq, aber dennoch A\g = A4 = 2. Dies zeigt, dass die Irreduzibilitdtsan-
nahme in obigem Satz notwendig ist.

5.34 Korollar: Ist X ein irreduzibler sofischer Shift und Y ein echter Teilshift
von X, dann gilt h(Y) < h(X).

Beweis: Wir nehmen zuerst an, dass X von endlichem Typ ist. Wir diirfen
annehmen, dass X ein Kantenshift ist. Da B(Y) # B(X), gibt es einen Block
w = aj...an, der in X aber nicht in Y auftaucht. Sei Sy : X — XV die
Konjugation vom Shift X zu seinem N-ten hoheren Blockshift. Nach Satz
ist X[V auch ein Kantenshift. Wir bezeichnen seine Ubergangsmatrix mit A. Sei
B die Matrix, die aus A entsteht, indem die 1 fiir den Ubergang von a; ...ayx_1
nach as . ..ay durch eine 0 ersetzt wird. Da A irreduzibel ist, zeigt der vorherige
Satz, dass Ap < A4. Daher gilt

h(Y) =h(Bn(Y)) < h(Xp) =logAp <logAa = h(Xa) = h(X).

Jetzt nehmen wir an, dass X sofisch ist und bezeichnen mit G = (G, L) ein
irreduzible rechtsauflosende Darstellung von X. Dann gilt h(X) = h(Xg)

h(X¢) nach Satz Da Lo : X¢ — Xg ein Faktorcode ist, ist Y := £L1(Y)
ein echter Teilshift von X, woraus nach obiger Argumentation 2(Y) < h(X¢)
folgt. Aber die Entropie kann bei Anwendung eines Faktorcodes nicht grofler

werden, so dass

@)

WY) < h(Y) < h(Xg) = h(Xg) = h(X).

5.5 Zyklische Struktur

In diesem Abschnitt untersuchen wir die zyklische Struktur irreduzibler Matri-
zen. Wir werden zeigen, dass jede irreduzible Matrix A eine charakteristische
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Periode p hat und die Knoten des zugehorigen Graphen in Gruppen unterteilt
werden konnen, die zyklisch mit Periode p permutiert werden. Matrizen mit
Periode 1 heiflen aperiodisch. Wir werden zeigen, dass die Untersuchung irredu-
zibler Matrizen in gewisser Weise auf die Untersuchung aperiodischer Matrizen
reduziert werden kann.

5.35 Beispiel: Sei

00110
00110

A=]00 0 0 1 (14)
00001
11000

Wir stellen fest, dass man von den Knoten 1 und 2 nur zu 3 und 4 gelangen kann,
und von diesen nur zu 5, von wo aus man nur zuriick nach 1 und 2 gelangen kann.
Daher kénnen wir die Knotenmenge in die Teilmengen Dy = {1,2}, D; = {3,4}
und Dy = {5} zerlegen, so dass nur Ubergénge der Form Dy — Dy — Dy — Dy
auftauchen konnen. Das heifit, die Mengen D; werden zyklisch permutiert mit
Periode 3. Dariiberhinaus hat

AP =

O OO NN
O OO NN
SN N OO
o N OO
- o O O o

Blockdiagonalform, wobei jede Komponente keine weitere Zerlegung mehr
zulésst. Dies ist ein Beispiel fiir die zyklische Struktur, nach der wir suchen.

5.36 Definition: Sei A eine nichtnegative Matrix. Die Periode des Knotens I,
die wir mit per(I) bezeichnen, ist definiert als der gréfite gemeinsame Teiler
derjenigen Zahlen n > 1 mit (A™);; > 0. Gibt es keine solchen Zahlen, so
definieren wir per(I) := oco. Die Periode per(A) der Matrix A ist definiert als
der gréBte gemeinsame Teiler derjenigen Zahlen per(I), die endlich sind, oder
als oo, falls per(I) = oo fiir alle I gilt. Eine Matrix heifit aperiodisch, falls
sie Periode 1 hat. Die Periode per(G) eines Graphen G ist die Periode seiner
Ubergangsmatrix.

5.37 Satz: Ist A irreduzibel, so haben alle Knoten dieselbe Periode, also ist
per(A) die Periode aller Knoten.

Beweis: Sei I ein Knoten und p := per(I). Ist p = oo, so gilt A = [0], da A
irreduzibel ist, und wir sind fertig. Sei also p < oo. Sei J ein anderer Knoten.
Dann gibt es r,s, so dass (A");y > 0 und (A%);; > 0. Sei n so gewéhlt, dass
(A™) ;5 > 0. Dann folgt

(A"™%) 11 > (A")15(A%) 1 >0
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und
(Ar+n+s)H Z (AT)IJ(AH)H(AS)IJ > 0.

Also teilt p sowohl r+ s als auch r+n+ s, und daher auch ihre Differenz n. Dies
zeigt, dass p alle n mit (A™);; > 0 teilt, so dass p ihren grofiten gemeinsamen
Teiler per(J) teilt. Indem wir die Rollen von I und J vertauschen, folgt, dass
per(J) ein Teiler von per([) ist, also per(I) = per(J). O

Es gibt einen verwandten Periodenbegriff fiir Shiftrdume, der auf periodischen
Punkten basiert.

5.38 Definition: Sei X ein Shiftraum. Die Periode von X, die wir mit per(X)
bezeichnen, ist der grofite gemeinsame Teiler aller Zahlen n > 1, so dass p, (X)) >
0, oder oo, falls es keine solchen Zahlen gibt.

Gilt X 2V, s0 ist p,(X) = p,(Y) fur alle n > 1, also auch per(X) = per(Y).
Folglich ist per(X) eine Invariante unter Konjugation. Da ein Shift von endli-
chem Typ konjugiert zu einem Kantenshift ist, konnen wir seine Periode be-
stimmen durch die Berechnung der Periode eines Kantenshifts.

5.39 Satz: Ist G ein Graph, so gilt per(Xqg) = per(G).

Beweis: Die Perioden der periodischen Punkte in X sind die Lédngen der
geschlossenen Pfade in G. O

Sei A # [0] eine irreduzible Matrix, so dass p = per(A) < co. Unser néchstes
Ziel ist es, zu zeigen, dass die Knotenmenge von G(A) in p Klassen aufgeteilt
werden kann, die zyklisch permutiert werden.

Wir sagen, dass I und J Perioden-dquivalent sind, in Zeichen I ~ J, falls es
einen Pfad in G(A) von I nach J gibt, dessen Linge durch p teilbar ist. Um zu
zeigen, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist, bemerken wir zuniichst, dass ¢ ein
Pfad der Lange 0 von I nach [ ist und da 0 durch p teilbar ist, folgt I ~ I. Ist
I ~ J, so gibt es einen Pfad 7 von I nach J, so dass |7| durch p teilbar ist. Da A
irreduzibel ist, gibt es einen Pfad 7 von J nach I. Dann ist 77 ein geschlossener
Pfad bei I, so dass p = per(A) = per(I) die Zahl |r7| = |7| + |7| teilt. Also
ist p ein Teiler von |7|, so dass J ~ I. Gilt schlieSlich I ~ J und J ~ K, so
sehen wir durch die Verkettung entsprechender Pfade, dass I ~ K. Also ist ~
eine Aquivalenzrelation. Wir nennen die Aquivalenzklassen Periodenklassen. In
Beispiel [5.35 sind Dy = {1,2}, Dy = {3,4} und D, = {5} die Periodenklassen.

5.40 Satz: Sei A # [0] eine irreduzible Matrix mit Periode p. Dann gibt es
genau p Periodenklassen, die in eine Ordnung Dy, D1, ..., D,_1 gebracht werden
koénnen, so dass jede Kante, die in D; beginnt, in D;,1 endet bzw. in Dy, falls
1=p—1.

Beweis: Beginne mit einer beliebigen Periodenklasse Dy und definiere D; 44
induktiv als die Menge aller Endknoten von Kanten, die in D; beginnen. Den
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Beweis, dass die D; Periodenklassen sind, dass sie die Menge der Knoten par-
tionieren und dass jede in D; beginnende Kante in D;;; endet, wobei D, = Dy,
verlagern wir in eine Ubungsaufgabe. O

Durch die Verwendung der Periodenklassen einer irreduziblen Matrix A mit
Periode p zur Indizierung der Knoten kann die Matrix in die Form

Dy Dy Dy ... Dy,
Dy 0 By 0 ... 0
Dy 0 0 B ... 0
Dys| 0 0 0 ... By
Dy iy \B,y 0 0 ... 0

gebracht werden. Dann hat AP die Blockdiagonalform

Dy Dy Dy ... Dy,
Dy Ao 0 0 ... 0
D, 0o 4 0 .. 0
Dy \O 0 0 ... Ay,

mit A1 = Bl . Bp—lBO . Bi—l~

Ist I ~ J, dann gibt es einen Pfad in G(A) von I nach J, dessen Lénge durch
p teilbar ist, so dass jeder der Diagonalblocke in irreduzibel ist. Auflerdem
ist jedes A; aperiodisch, da sonst die Periode von A grofler wire als pﬂ Irredu-
zible aperiodische Matrizen sind die grundlegenden ,,Bausteine® nichtnegativer
Matrizen.

5.41 Definition: Eine Matrix heifit primitiv, falls sie irreduzibel und aperi-
odisch ist. Ein Graph heifit primitiv, falls seine Ubergangsmatrix primitiv ist.

Die Diagonalblocke in sind daher primitiv, so wie jede strikt positive Matrix.

5.42 Satz: Sei A eine nichtnegative Matrix. Dann sind folgende Aussagen &qui-
valent:

(1) A ist primitiv.
(2) AN >0 fiir ein N > 1.

(3) AN > 0 fiir alle hinreichend groBen N.

st ggT(n : (AM)rr > 0) =:d > 2, so teilt d jede der Zahlen np mit (A™P)r; > 0. Dies
sind alle Zahlen m mit (A™)rr > 0, also folgt per(A) = ggT(m : (A™)rr > 0) > dp > p.
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Beweis: ,,(2) = (1)“: Sei AV > 0 fiir ein N > 1. Dann gibt es einen Pfad der
Linge N in G(A) von I nach J fiir alle I, J. Also ist A irreduzibel. Insbesondere
hat A keine Nullzeilen, woraus AN+! = AAN > 0 folgt. Also teilt per(A) sowohl
N als auch N + 1, so dass A Periode 1 hat und damit primitiv ist.

»(1) = (3)“: Sei A primitiv. Wir zeigen zuerst, dass fiir jeden Knoten I ein
N; > 1 existiert mit (A™);; > 0 fiir alle n > Nj. Sei dazu Ry := {n > 1 :
(A™);; > 0}. Nach Definition ist per(I) = per(A) = 1 der grofite gemeinsame
Teiler der Zahlen in R;. Also gibt es Zahlen n;, m; € Ry und a;,b; € N mit

k l
1= E a;m; — E bjnj.
i=1 7j=1

(siehe Ubungsaufgabe 2 auf Blatt 11). Sei K die erste und L die zweite Summe,
so dass 1 = K — L. Sei Ny := L%. Falls n > Ny, dann gilt n = cL + d, wobei
0 <d< Lund ¢ > L (Teilen mit Rest). Daher gilt

n=cL+d=cL+d(K—-L)=(c—d)L+dK,

wobei ¢ —d > L —d > 0 und d > 0. Folglich ist

l
n =

k
[(c — d)bj] n, + Z [da;] m;

j=1

eine Summe von Zahlen in R;, und damit selbst in R;. Dies zeigt, dass Ry alle
n > Ny enthélt.

Um den Beweis zu vervollstandigen, verwenden wir die Irreduzibilitit von A,
um ein M so zu wahlen, dass fiir jedes Paar I, J von Knoten ein Pfad von I
nach J der Linge < M existiert. Definiere N := M +max; N;. Dann gibt es fiir
beliebige I, J einen Pfad der Lange { < M von [ nach J, und da N — [ > Ny,
gibt es eine Schleife der Lange N — [ bei J, daher auch einen Pfad der Liange N
von I nach J. Dies zeigt, dass AN > 0. Da aber A primitiv ist, kann keine Zeile
von A eine Nullzeile sein und es gilt A™ > 0 fiir alle n > N.

»(3) = (2)“: offensichtlich. O

Die irreduziblen Graphen entsprechen den irreduziblen Shifts von endlichem Typ
in folgendem Sinne: (1) fiir einen wesentlichen Graphen G ist der Kantenshift
X¢ irreduzibel genau dann, wenn G irreduzibel ist (Satz [3.21)), und (2) jeder
irreduzible Shift von endlichem Typ kann rekodiert werden zu einem irreduziblen
Kantenshift (Satz und Satz . Dies fiihrt zur Frage, welche Klasse der
Shifts von endlichem Typ den primitiven Graphen entsprechen.

5.43 Definition: Ein Shift X heifit mischend, falls fiir jedes geordnete Paar
u,v € B(X) ein N existiert, so dass fiir jedes n > N ein Block w € B, (X)

existiert mit uwv € B(X).

5.44 Satz: Es gelten folgende Aussagen:
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(1) Die Mischungseigenschaft ist invariant unter Konjugation (in der Tat ist
ein Faktor eines mischenden Shifts auch mischend).

(2) Ist G ein wesentlicher Graph, dann ist der Kantenshift X mischend genau
dann, wenn G primitiv ist.

(3) Ein Shift von endlichem Typ ist mischend genau dann, wenn er konjugiert
zu einem Kantenshift X mit primitivem Graphen G ist.

(4) Ein Shift von endlichem Typ ist mischend genau dann, wenn er irreduzibel
ist und per(X) = 1, d.h. der gréBte gemeinsame Teiler der Perioden seiner
periodischen Punkte ist 1.

Wir verlagern den Beweis dieses Satzes in eine Ubungsaufgabe.

Das Perron-Frobenius-Theorem sagt uns, dass |u| < A4 fiir alle Eigenwerte
einer irreduziblen Matrix A. Ist A primitiv, so kann man noch mehr aussagen.

5.45 Satz: Ist A eine primitive Matrix und u # A ein Eigenwert von A, so
gilt |u| < Xa.

Beweis: Sei A := A4 und p ein Eigenwert von A mit |u| = X\. Wir zeigen, dass
dann g = A. Dazu sei w ein zu p gehoriger Eigenvektor. Sei |w| der Vektor, den
man aus w erhilt, indem man jeden Eintrag durch seinen komplexen Betrag er-
setzt. Da Aw = pw und A > 0, folgt durch Anwendung der Dreiecksungleichung
in jeder Komponente, dass

Alw] = [pw] = [Aw] < Alw. (16)

Als néchstes zeigen wir, dass diese Ungleichung in der Tat eine Gleichheit ist,
d.h. Alw| = Mw|. Wire das nicht so, dann wéire A|w| — A|w| nichtnegativ und
hiitte mindestens einen positiven Eintrag. Da A primitiv ist, gilt AV > 0 fiir
ein N > 1. Daher gilt AN (A|w| — A|lw|) > 0, so dass u > 0 und Au > \u fiir
u := AN|w|. Deshalb gibt es ein ¢ > 0, so dass Au > (A + €)u, und folglich
AMu > (A + &)"u fiir alle n > 1. Da u > 0, folgt dann wie im Beweis von Satz
dass es ein ¢ > 0 gibt mit

T

C()\ + E)n < Z (An)[J.
1,0=1
Aber daraus folgt h(X4) > log(A + ¢), ein Widerspruch.

Also gilt Gleichheit in (16)), so dass |w| = tva fiir ein ¢ > 0 und |[ANw| = AV |w|.
Folglich gilt fiir jedes I, dass

r

> (AN ywy

J=1

T

= (AN)s|w,l. (17)

J=1
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Die Dreiecksungleichung gilt mit Gleichheit nur unter sehr speziellen Vorausset-
zungen: sind namlich 21, ..., 2, komplexe Zahlen, dann gilt

‘Zl++zr‘:|zl|++|zr‘

genau dann, wenn es eine reelle Zahl § mit z, = |z fiir alle k gibt. Da
AN > 0, folgern wir aus , dass w = e|w| = tev,, woraus u = A4 folgt.
O

Ist A irreduzibel mit Periode > 1 und gilt A4 > 1, dann oszilliert (A™);; zwi-
schen 0 und exponentiell groBen Zahlen, wenn n — oo (siehe Beispiel [5.14). Wir
werden das vorherige Theorem verwenden, um zu zeigen, dass fiir eine primitive
Matrix A die Eintrige von A™ bestdndig anwachsen mit einer vorhersagbaren
Rate.

Bevor wir unser Resultat formulieren, fithren wir eine neue Terminologie ein.
Wir werden sowohl den Perron-Eigenvektor w, fiir A7 als auch den Perron-
Eigenvektor vy4 fiir A verwenden miissen. Um die Tranpositionsnotation ()T zu
vermeiden, werden wir w4 als Zeilenvektor und v 4 als Spaltenvektor betrachten.
Wir nennen w4 den Links-Perron-FEigenvektor, um ihn von v4 zu unterscheiden,
den wir den Rechts-Perron-FEigenvektor nennen.

5.46 Satz: Sei A eine primitive Matrix mit Perron-Eigenwert \. Sei v der
Rechts- und w der Links-Perron-Eigenvektor von A, d.h. v,w > 0 und Av = v,
wA = Aw. AuBerdem nehmen wir an, dass w - v = 1@ Dann gilt

(A") s = [(viwy) + prs(n)] A"

fiir alle I und J, wobei prj(n) — 0 fiir n — oo.

Beweis: Sei W der eindimensionale Unterraum von Zeilenvektoren, der von w
erzeugt wird und sei U := {u : u-v = 0} der Unterraum von Zeilenvektoren, die
senkrecht auf v stehen. Schreibe WA = {zA: 2 € W}und UA := {uA:u e U}.
Dann gilt WA C W, da w ein Eigenvektor ist, und UA C U, da aus u € U folgt,
dass

(uA)-v=u-(M)=Au-v)=0.

Wir beobachten, dass A~'A den Perron-Eigenwert 1 hat mit Links-Perron-
Eigenvektor w, wiahrend der vorherige Satz zeigt, dass die Eigenwerte der Ein-
schrinkung von A~'A auf U alle Betrag < 1 haben. Die Potenzen jeder Ma-
trix mit Eigenwerten < 1 konvergieren gegen die Nullmatrix (Ubungsaufgabe).
Daher konvergiert die Einschrinkung von (A='A)"™ auf U (betrachtet als eine
Matrix bzgl. einer beliebigen Basis) gegen die Nullmatrix. Sei m die Dimension
von A. Wihle eine Basis {m(l), e ,x(m)} von R™, die wir uns als bestehend aus
Zeilenvektoren denken, so dass z(!) = w und {x(2), e x(m)} eine Basis von U

10Wir kénnen w und v so normieren, dass w-v = 1 gilt, da w- Av = A(w-v) # 0 und damit
w-v #O0.
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ist. Folglich konnen wir jeden Vektor z € R™ darstellen als

m
z= g a;z®,
i=1

und z(A~1A)" konvergiert gegen a1z = a;w. Nach Definition von U und der
Annahme, dass w-v = 1 folgt, dass a; = z-v. Also konvergiert z(A~1A4)" gegen
(z - v)w.

Sei ey der I-te Standard-Basisvektor (als Zeilen- oder Spaltenvektor betrachtet).
Dann gilt

(AinAn)[J =ey [(AilA)n] ey — (61 . v)w ey =vwy.

Es folgt prs(n) := (A\""A™)1; — vywy — 0 fiir n — oo. O

Das folgende Resultat ist eine Verschirfung von Satz [5.23] und Korollar [5.25] fiir
primitive Matrizen.

5.47 Korollar: Es gelten folgende Aussagen:

(1) Fiir eine primitive ganzzahlige Matrix A existieren die folgenden Grenz-
werte und sind identisch mit log A :

(a) lim, o (1/n)logp,(Xa),
(b) hmn%oo(l/n) log qn(XA)7
(c) lim,,00(1/n)log(A™) s fiir alle I, J.

(2) Fiir einen mischenden sofischen Shift X gilt

lim llogpn(X) = lim llogqn(X) = h(X).

n—o0o N, n—o00 N

Beweis: Aussage (1) folgt unmittelbar aus Satz Ist X ein mischender Shift
von endlichem Typ, so kénnen wir Satz [5.44|3) verwenden, um X zu einem
Kantenshift X mit primitiver Matrix A zu rekodieren. Um den sofischen Fall
zu behandeln, betrachten wir die minimale rechtsauflésende Darstellung (siehe
Ubungsaufgabe 1 auf Blatt 12). O

Wir erinnern daran, dass der Winkel 0, ,, zwischen zwei Vektoren x,y € R™\{0}

durch die Gleichung

__ Ty
Izll2llyl2

bestimmt ist, wobei || - |2 die Euklidische Norm bezeichnet: ||z|2 =
Va2 + -+ a2 . Das folgende Resultat ist eine geometrische Interpretation von
Satz [£.46)

cos(6y,y) (18)

91



5.48 Korollar: Sei A eine primitive m x m-Matrix. Sei (R™)* = {z € R™ :
z > 0} der positive Orthant von R™, dessen Elemente wir als Zeilenvektoren
betrachten. Sei w ein Links-Perron-Eigenvektor fiir A. Dann konvergiert 0, an
fir jeden Vektor z € (R™)T\{0} gegen Null. AuBerdem ist die Konvergenz
gleichméBig in dem Sinne, dass fiir jedes € > 0 ein ng € N existiert, so dass
0,an 4 < € fiir allen > ny und z € (R™)*T\{0}.

Mit anderen Worten, jede primitive Matrix ,,driickt den positiven Orthanten
schliefflich in Richtung des Strahls, der von w erzeugt wird.

Beweis: Nach reicht es, zu zeigen, dass (zA™)w/(||zA™||2||w]2) gleichm&Big
gegen 1 konvergiert. Schreiben wir B = A ™! A, so ist dies dquivalent zur Aussage,

dass
(zB™)w

12B"[|2]|wll2

Nach Satz konvergiert zB™ gegen (z - v)w, wobei v ein Rechts-Perron-
Eigenvektor ist, so dass w - v = 1. Dann folgt

(zB™)w (z-v)w-w

lzB™ ll2llwll2 (2 - v)wllaflwll2

— 1 gleichméfig.

1.

Die GleichmiBigkeit der Konvergenz verlagern wir in eine Ubungsaufgabe.
O

Wir wollen das Material der letzten zwei Unterabschnitte nochmals rekapitu-
lieren: Um h(X4) zu berechnen, miissen wir die Wachstumsraten der Eintrige
von A™ kennen. Aus diesem Gesichtspunkt heraus sind primitive Matrizen am
besten, da nach dem letzten Satz alle Eintrédge von A™ reguldr mit derselben
Rate wachsen. Am nichstbesten sind irreduzible Matrizen B, da alle Knoten
mit derselben Periode p permutiert werden und B? eine Blockdiagonalmatrix
mit primitiven Blocken ist. Dies reduziert das Studium von irreduziblen Kan-
tenshifts auf diejenigen mit primitiver Ubergangsmatrix (siehe Ubungsaufgabe 2
auf Blatt 12). SchlieBlich kann eine allgemeine Ubergangsmatrix C' in Blockdrei-
ecksform gebracht werden mit irreduziblen Komponenten Cy, Cs, . .., Cy entlang
der Diagonalen. Dann kénnen die bi-unendlichen Pfade in X niemals von C;
nach C; verlaufen, wenn j > 4. Jeder bi-unendliche Pfad zerfillt also in héchs-
tens k Teilpfade, jeder auf einer irreduziblen Komponente, mit Ubergangskanten
dazwischen. Dies reduziert das Studium von X auf das Studium der Kompo-
nenten X¢,, die wir bereits verstanden haben.

6 Finite-State-Codes

6.1 Straflenfirbungen und rechtsabschlie3ende Beschrif-
tungen

Wir erinnern uns, dass ein beschrifteter Graph rechtsauflosend heifit, falls die
Kanten, die bei einem Knoten beginnen, alle unterschiedlich beschriftet sind. Der
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Abbildung 18: Eine Straflenfirbung eines Graphen

Begriff eines Finite-State-Codes verwendet zwei Varianten dieser Eigenschaft,
eine stirkere, die wir Straflenfirbung, und eine schwéchere, die wir rechtsab-
schlieffend nennen.

Eine Straflenfarbung ist eine rechtsauflosende Darstellung, bei der zusétzlich
gefordert wird, dass bei jedem Knoten alle Symbole verwendet werden, um die
ausgehenden Kanten zu beschriften.

6.1 Definition: Sei G ein Graph mit Kantenmenge £. Eine Strafenfirbung C
von G ist eine Beschriftung C : & — A, die fiir jeden Knoten I von G eine
eins-zu-eins-Korrespondenz zwischen A und den bei I beginnenden Kanten von
G herstellt. Ein Graph ist stralen-farbbar, falls er eine Straflenfdrbung zulésst.

6.2 Beispiel: Die Beschriftung in Abbildung [I8] ist eine Strafienfirbung des
zugrundeliegenden Graphen G, die das Alphabet A = {0,1} verwendet. Es gibt
auch andere Straflenfarbungen. In der Tat kénnen die zwei ausgehenden Kanten
von jedem der drei Knoten auf zwei verschiedene Arten beschriftet werden, so
dass es bei Verwendung des Alphabets A insgesamt 2 x 2 x 2 = 8 Straflenfirbun-
gen von G gibt.

Ein Graph ist straflen-fiarbbar genau dann, wenn er dieselbe Anzahl von ausge-
henden Kanten bei jedem Knoten hat, d.h. wenn er konstanten Ausgangsgrad
hat. Die fquivalente Bedingung an seine Ubergangsmatrix ist, dass alle Zeilen-
summen identisch sind. Hat ein Graph r Knoten und konstanten Ausgangsgrad
n, dann gibt es (n!)” mogliche Strafienfirbungen fiir ein gegebenes Alphabet mit
n Symbolen.

Sei C eine Strafienfarbung von G unter Verwendung des Alphabets A. Sei w =
aias . ..ap, ein Block iiber A und I ein beliebiger Knoten von GG. Stehen wir bei
Iy = I, so bestimmt das Symbol a; eine eindeutige Kante e; mit Beschriftung a; .
Denken wir uns a; als eine Anweisung, e; zu durchlaufen, so laufen wir zu einem
Knoten I; = t(e1). Das néchste Symbol ay bestimmt eine von I; ausgehende
Kante mit Beschriftung as. Wir durchlaufen es, kommen zu einem Knoten I,
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usw. Auf diese Art und Weise kénnen wir jeden Block w als eine Folge von
Anweisungen verstehen, die zu einem eindeutigen Pfad ¢ (I, w) fithrt, der bei I
beginnt und die Beschriftung w trigt. Insbesondere, da jeder Block iiber A die
Beschriftung eines Pfades ist, sehen wir, dass (G, C) eine Darstellung des vollen
A-Shifts ist.

6.3 Definition: Ein beschrifteter Graph heifit rechtsabschliefend mit Verzoge-
rung D, falls Folgendes gilt: Wenn zwei Pfade der Léinge D + 1 bei demselben
Knoten beginnen und dieselbe Beschriftung haben, dann miissen sie auch die-
selbe Anfangskante haben. Ein beschrifteter Graph ist rechtsabschliefend, falls
er rechtabschlieflend fiir irgendein D > 0 ist.

Gemif obiger Definition ist ein beschrifteter Graph rechtsauflésend genau dann,
wenn er rechtsabschlieBend mit Verzogerung 0 ist. Grob gesprochen ist ein be-
schrifteter Graph rechtsabschliefend, falls wir fiir jeden fest gewihlten Anfangs-
knoten sagen konnen, welche Kante in einem Pfad auftaucht, indem wir uns die
Symbole der darauffolgenden Kanten anschauen, d.h. er ist ,,schlieflich rechts-
auflosend“. Manchmal werden wir eine Beschriftung als rechtsabschlieffend be-
zeichnen, wenn der resultierende beschriftete Graph rechtsabschlieffend ist.

6.4 Beispiel: Betrachte die beschrifteten Graphen in Abbildung [I9] Der erste
Graph hat Verzégerung D = 1. Um dies zu sehen, betrachte den Knoten I. Da
es zwei Kanten mit Beschriftung a gibt, die bei I beginnen, ist der Graph nicht
rechtsauflosend. Auf die Schleife bei I kann nur eine Kante mit Beschriftung a
folgen, wéhrend auf die Kante von I nach J nur eine Kante mit Beschriftung
b oder c¢ folgen kann. Folglich bestimmt die Beschriftung eines Pfads der Linge
2, der bei I beginnt, die Anfangskante. Beim Knoten J ist es &hnlich und beim
Knoten K ist es sogar einfacher, da die Kanten, die dort beginnen, verschieden
beschriftet sind. Auch der zweite Graph hat Verzogerung D = 1, wie man
sich leicht tiberlegt. Im dritten Graphen gibt es zwei Pfade mit verschiedenen
Anfangskanten, die bei I beginnen und mit ab beschriftet sind, also hat dieser
Graph nicht Verzégerung 1. Das néchste Symbol bestimmt jedoch, welcher Pfad
genommen wird, also ist der Graph rechtsabschliefend mit Verzégerung D = 2.
Im vierten Graphen gibt es fiir jedes m zwei Pfade, die bei J beginnen und
den Block ab™ darstellen. Da diese Pfade verschiedene Anfangskanten haben,
ist dieser Graph nicht rechtsabschlieflend.

Ist ein beschrifteter Graph G = (G, £) rechtsabschlieflend mit Verzogerung D,
dann stimmen Pfade der Linge D + 1, die bei demselben Knoten beginnen und
dieselbe Beschriftung haben, in der ersten Kante iiberein. Wir kénnen diese
Eigenschaft auf lingere Pfade in G anwenden, um eine Ubereinstimmung in
langeren Teilpfaden zu erreichen. Seien k > D und ege; .. .ex, fofi ... fr Pfade
in G mit demselben Anfangsknoten und derselben Beschriftung. Indem wir die
Definition auf die initialen (D + 1)-Blécke anwenden, erhalten wir ey = fo.
Daher beginnen ejes...epy; und fifa... fpy1 beide bei t(eg) = #(fo) und
haben dieselbe Beschriftung, so dass e; = f1. Indem wir so fortfahren, schlieen
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Abbildung 19: Beispiele von rechtsabschlieenden und nicht rechtsabschlieffen-
den Graphen
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wir sukzessive, dass ey = fo,e1 = f1,...,ex_p = fr—p. Mit anderen Worten,
gegeben zwei Pfade der Linge > D mit demselben Anfangsknoten und derselben
Beschriftung, wirkt die Eigenschaft ,,rechtsabschliefend“ wie ein Reiflverschluss,
der die Pfade bis auf die letzten D Kanten zusammenzieht.

Indem wir diese Idee auf rechtsseitig unendliche Pfade anwenden, sehen wir,
dass zwei solche Pfade identisch sein miissen, wenn sie denselben Anfangsknoten
und dieselbe Beschriftung haben. Um dies prézise zu machen, fithren wir etwas
Notation ein.

Sei X ein Shiftraum iiber A. Wir definieren den einseitigen Shift
Xt .= {:L‘|[0700) S X},

die Menge der rechtsseitig unendlichen Folgen, die in X auftauchen. Ist G ein
Graph, dann ist Xg? die Menge der rechtsseitig unendlichen Pfade auf G. Fiir
einen Knoten I in G sei Xa ; die Menge derjenigen rechtsseitig unendlichen

Pfade in Xér , die bei I beginnen. Ein typisches Element von Xg’ ; ist von der

Form egejes ... mit i(eg) = I. Ist L eine Beschriftung von G, dann sei £ die
Erweiterung von £ auf ng , d.h.

Lt (egerez...) = Leg)L(e1)L(ea) .. ..

Definieren wir G := (G, L), soist LT : Xg;' — Xg' surjektiv. Das folgende Resul-
tat charakterisiert rechtsabschliefende Beschriftungen mit Hilfe von einseitigen
Folgen.

6.5 Satz: Ein beschrifteter Graph (G, L) ist rechtsabschliefend genau dann,
wenn fiir jeden Knoten I von G die Einschrinkung von LT auf Xér’ ; injektiv
ist.

Beweis: Wir nehmen zuerst an, dass (G, £) rechtsabschlielend ist, sagen wir mit
Verzogerung D. Seien x = egejes...undy = fofifo...in Xé:_,lv sodass LT(z) =
Lt (y). Dann gilt i(eg) = i(fo) = I und L(egey ...ep) = L(fof1...fp), also
zeigt die Definition von rechtsabschlieBenden Graphen, dass eg = fy. Daher
haben ejes...epy1 und fifs... fpy1 denselben Anfangsknoten und dieselbe
Beschriftung. Also gilt e; = f1. Wir kdnnen beliebig so fortfahren, um zu zeigen,
dass ey, = f3, fiir alle k > 0, so dass x = y. Dies zeigt, dass LT injektiv auf XE;I
ist.

Umgekehrt nehmen wir nun an, dass (G, £) nicht rechtsabschlieffend ist. Dann
muss es fiir jedes n > 1 einen Knoten I,, geben mit der Eigenschaft, dass es Pfade
7, und 7, der Linge n gibt, bei I,, beginnend, mit derselben Beschriftung aber
verschiedenen Anfangskanten. Sei n > |V(G)|? fest gewiihlt. Da es nur [V(G)|?
verschiedene Knotenpaare gibt, konnen wir

T =afy, Tp= O/B,’V/
schreiben mit |a| = |&/|, |8] = |8’|, |7] = |¥|, wobei 8 und /3 geschlossene Pfade
sind. Dann sind «(8)* und o'(8")>° rechtsseitig unendliche Pfade, die bei I,
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beginnen mit derselben Beschriftung. Da sie aber verschiedene Anfangskanten
haben, ist £ nicht injektiv auf X7 ; . O

6.6 Satz: Sei G = (G, L) ein beschrifteter Graph, so dass der 1-Blockcode
Lo : Xg — Xg eine Konjugation ist. Hat dann L£Z! Antizipation n, so ist
L rechtsabschliefend mit Verzogerung n.

Beweis: Wir diirfen annehmen, dass G wesentlich ist. Seien ege; ...e, und
fofi... fn Pfade in G, die bei demselben Knoten I beginnen und dieselbe Be-
schriftung haben. Wir miissen zeigen, dass ey = fy.

Sei m das Gedéchtnis von £3!, so dass L3} = ™™ fiir eine Blockabbildung
O : Bint1(Xg) = E(G). Da G wesentlich ist, gibt es einen bei I endenden
Pfad 7 in G der Linge m. Dann gilt L(mwege; ...e,) = L(7fof1 ... fn) und die
Anwendung von ® zeigt, dass ey = fp. O

Wir erinnern an den Begriff der Zustandsaufspaltung aus Unterabschnitt

6.7 Satz: Sei G rechtsabschlieflend mit Verzégerung D. Jeder beschriftete
Graph, den man aus G durch eine Zustandsaufspaltung erhélt, ist rechtsab-
schlieflend mit Verzdgerung D + 1.

Beweis: Sei G = (G, L) und sei H ein Graph, der aus G durch eine Zustands-
aufspaltung entsteht. Wir erinnern uns daran, dass H die Knoten I und Kanten
¢’ hat und dass die Amalgamationsabbildung e’ — e eine 1-Block-Konjugation
von Xy nach X induziert. Die Beschriftung £ induziert eine Beschriftung £’
von H durch L'(e?) := L(e). Wir zeigen, dass (H,L') rechtsabschliefend mit
Verzogerung D + 1 ist.

Dazu nehmen wir an, dass eflel' ... epiy und flef ... fh! Pfade in H sind,
die bei I* beginnen und dieselbe £’-Beschriftung haben. Indem wir die Amal-
gamationsabbildung anwenden, sehen wir, dass epe; ...ep4+1 und fofi... fp+1
Pfade mit derselben £-Beschriftung sind, die bei I beginnen. Daher gilt ege; =
fof1. Wir erinnern uns, dass 79 dadurch bestimmt ist, welches Partitionselement
e enthilt und jo entsprechend durch f; bestimmt ist. Es folgt e’ = f/°, womit
gezeigt ist, dass L’ rechtsabschliefend mit Verzégerung D + 1 ist. O

Obigen Satz werden wir im Beweis des Finite-State-Coding-Theorems verwen-
den, um zu zeigen, dass ein Graph, der durch k aufeinanderfolgende Zustands-
aufspaltungen aus einem rechtsauflésenden Graphen entsteht, rechtsabschlie-
Bend mit Verzogerung k ist.

Wir erinnern an Satz [5.11] der sagt, dass rechtsauflosende Darstellungen die
Entropie erhalten. Dasselbe gilt fiir rechtsabschlieende Darstellungen:

6.8 Satz: Sei G rechtsabschliefend mit zugrundeliegendem Graphen G. Dann
gilt h(Xg) = h(Xg)

Beweis: Da Xg ein Faktor von X ist, gilt h(Xg) < h(X¢). Sei G rechtsab-
schliefend mit Verzogerung D. Dann bestimmt jeder Knoten I € V zusammen
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mit einem Block w € B, p(Xg) hochstens einen Pfad der Lénge n in G und
alle Pfade in B, (X¢) entstehen auf diese Weise. Daher gilt

1Bn(Xa)|l < V|- |Bayip(Xg)l,

so dass
h(X = 1 l1 B (X
(Xe) = lim —log|B.(Xc)|
1 1
< lim = im — —
< Jlim —log[V|+ lim —log|Ba+p(Xg))| = h(Xg),
womit der Beweis abgeschlossen ist. O

Unser letztes Resultat in diesem Unterabschnitt zeigt, dass sich eine rechtsab-
schliefende zu einer rechtsauflésenden Beschriftung rekodieren lésst.

6.9 Satz: Sei ® eine rechtsabschliefende Beschriftung auf einem Graphen G
mit Verzogerung D. Dann gibt es einen Graphen H und Beschriftungen ¥, ©
von H, so dass ¥ rechtsauflosend ist, O, : Xy — X eine Konjugation ist und
folgendes Diagramm kommutiert:

Oo00P

) P A— g

o

(I)OO(XG)

Beweis: Ist D = 0, so ist ® bereits rechtsauflésend und wir kénnen H = G,
¥ = ® und © = id wihlen. Daher nehmen wir im Folgenden an, dass D > 1.

Wir definieren den Graphen H wie folgt. Die Knoten von H sind die Paare
der Form (I,wjws...wp), wobei I ein Knoten in G ist und wyws ... wp ein
Block, der von einem bei I beginnenden Pfad dargestellt wird. Sei a ein Symbol,
so dass wyws ... wpa von einem Pfad dargestellt wird, der bei I beginnt. Die
Anfangskante aller solcher Pfade ist dieselbe, sagen wir e. Dann fiigen wir in
H eine Kante mit dem Namen (I,wjws...wpa) ein, die bei (I, wjws ... wp)
beginnt und bei (t(e), wows ... wpa) endet. Auf diese Art wird der Graph H
definiert. Die Abbildung © beschriftet diese Kante mit e.

Nach unserer Konstruktion ist © ein Graphenhomomorphismus von H nach G.
Die zugehorige Knotenabbildung ist durch 00(I, wiws ... wp) := I definiert.
Durch diese Konstruktion ist aulerdem garantiert, dass aus

O((IM, wWy .. (IP+D (PFTVY) — ¢y epyy

folgt, dass I der Anfangsknoten von e; ist und w") die ®-Beschriftung von
e1...epy1. Folglich ist ©F! ein gleitender Blockcode mit Gedichtnis 0 und
Antizipation D, und daher ©, eine Konjugation.
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Abbildung 20: Ein Finite-State-Code

Definiere die Beschriftung ¥ auf H durch ¥(I,w; ...wpa) := a. Diese Beschrif-
tung ist rechtsauflosend, da der Knoten (I,w; ...wp) und die Beschriftung a
die Kante (I, w; ... wpa) bestimmen.

Es bleibt zu zeigen, dass das Diagramm kommutiert. Es gilt
PoO(,wy... wpa)=w; und Y(I,w;...wpa)=a.
Daher reicht es, Folgendes zu zeigen: Ist

(](1)’ w(l)) o ([(D+1)’ w(D+1))

ein Pfad in H, so ist das letzte Symbol von w") das Anfangssymbol von w(P+1)
Dies folgt aber unmittelbar aus der Definition der Kanten von H. O

6.2 Finite-State-Codes

Wir werden in diesem Unterabschnitt eine Methode vorstellen, Symbolfolgen
ohne Beschrdnkungen in Symbolfolgen mit Beschréinkungen zu transformieren,
und ein theoretisches Resultat beweisen, das zeigt, wann dies moglich ist. Der
Beweis dieses Resultats wird die n&ichsten zwei Unterabschnitte einnehmen,
in denen wir auflerdem einen praktischen Algorithmus vorstellen werden, um
Finite-State-Codes zu konstruieren.

6.10 Definition: FEin Finite-State-Code ist ein Tripel (G,Z,0), wobei G ein
Graph, genannt Kodierungsgraph, Z eine Straflenfarbung von G, genannt Input-
Beschriftung und O eine rechtsabschliefende Beschriftung von G, genannt
Output-Beschriftung, ist. Hat G konstanten Ausgangsgrad n und ist X ein
Shiftraum mit O (X¢g) € X, so nennen wir (G, Z, Q) einen Finite-State-(X, n)-
Code.

Wir werden Finite-State-Codes zeichnen, indem wir eine Kante e mit a/b be-
schriften, wobei a = Z(e) die Input-Beschriftung und b = O(e) die Output-
Beschriftung von e ist (wie beispielsweise in Abbildung 20| dargestellt).

Sei (G,Z,0) ein Finite-State-(X,n)-Code. Wir kénnen diesen verwenden, um
Folgen aus dem vollen n-Shift in Folgen aus X zu transformieren, und zwar wie
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folgt. Fixiere einen Knoten Iy von G. Sei ¢ = xgx122 ... € X[J:l] eine Folge im ein-
seitigen vollen n-Shift. Da 7 eine Straflenfiarbung ist, gibt es genau einen rechts-
seitig unendlichen Pfad egeqes ... € Xg mit Z-Beschriftung zqgzizs ..., der bei
Iy beginnt. Wir wenden O auf diesen Pfad an, um die Output-Beschriftung
y=0(e0)O(e1)O(e2) ... € X zu erhalten.

Wir kénnen uns vorstellen, dass die Kodierung von einer Maschine durchgefiihrt
wird, deren interne Zustédnde den Knoten des Kodierungsgraphen entsprechen.
Die Maschine startet im Zustand Iy. Das Eingangssymbol xy veranlasst die
Maschine dazu, die eindeutige Kante ey € &r, mit Eingangsbeschriftung z
zu finden, deren Ausgangsbeschriftung yg = O(eg) auszugeben und dann zum
Zustand I = t(ep) zu wechseln. Danach liest sie das néchste Eingangssymbol
x1, das e; bestimmt, gibt y; = O(e;) aus und wechselt zum Zustand Iy = t(ey).
Dieser Prozess wird fortgefiihrt, solange es Eingangssymbole gibt.

Natiirlich wollen wir in der Lage sein, den Eingang zgzis ... aus dem Ausgang
Yoy1Y2 - - . zu ermitteln. Die Folge zox125 ... bestimmt einen eindeutigen Pfad
epeies ... in Xalo und Satz sagt uns, dass O, eingeschriankt auf Xalo,
eine eins-zu-eins-Abbildung ist, da O rechtsabschliefend ist. Dies zeigt, dass wir
den Eingang aus dem Ausgang rekonstruieren konnen.

Um préziser zu sein, nehmen wir an, dass (G, O) rechtsabschlieend mit Verzoge-
rung D ist. Dann bestimmen Iy und oy .. .yp die Kante eg und daher I; und
xo = Z(ep). Die Kenntnis von I; und y1y2...yp+1 bestimmt e; und daher I
und z; = Z(ey) usw. Folglich kénnen wir aus dem Ausgang yoy; . . . yr alle aufler
die letzten D Eingangssymbole xoz; ...x;r_p bestimmen.

Da wir es in der Praxis nur mit endlichen Folgen zu tun haben, ist der Verlust
der letzten D Symbole alarmierend. Eine einfache Losung ist es, dem Input D
,Fiillsymbole“ hinzuzufiigen. Dies macht eine zusétzliche Kodierung notwendig,
aber in der Regel ist D mikroskopisch im Vergleich mit der Input-Lange und
folglich ist die zusétzliche Arbeit relativ gering.

Wann existieren Finite-State-Codes? Das néchste Resultat, das Haupttheorem
dieses Abschnitts, liefert fiir sofische Shifts eine vollstindige Antwort auf diese
Frage.

6.11 Satz: Ist X ein sofischer Shift und n > 1, so gibt es einen Finite-State-
(X, n)-Code genau dann, wenn h(X) > logn.

Die Notwendigkeit der Bedingung h(X) > logn ist eine einfache Schlussfolge-
rung aus dem, was wir bereits wissen. Sei (G,Z, Q) némlich ein (X, n)-Code.
Da rechtsabschliefende Beschriftungen nach Satz die Entropie erhalten, gilt

hIwo(Xa)) =h(Xe) = O (Xa)).
Da (G,Z) den vollen n-Shift darstellt und O (X¢) C X, erhalten wir

logn = h(Xn) = h(Zo(Xa)) = h(Oun (X)) < h(X).
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Um zu zeigen, dass h(X) > logn auch hinreichend ist, benétigen wir einige neue
Ideen. Um zu sehen, wie diese Ideen verwendet werden, werden wir kurz den
Beweis skizzieren. Wir beginnen mit einer rechtsauflésenden Darstellung G von
X. Mit Hilfe eines Vektors, genannt approzimativer Figenvektor, werden wir eine
Reihe von Zustandsaufspaltungen durchfithren, um am Ende eine Darstellung
H von X zu erhalten, so dass jeder Knoten von H Ausgangsgrad > n hat.
Nach Satz ist ‘H rechtsabschliefend. Wir konnen Kanten auf H entfernen,
um einen Graphen mit konstantem Ausgangsgrad n zu erhalten, der einen in
X enthaltenen sofischen Shift darstellt. Dann liefert jede StraBlenfirbung dieses
Graphen den Finite-State-(X, n)-Code, den wir suchen.

Als n#chstes iiberlegen wir uns, wie man das Finite-State-Coding-Theorem an-
wenden kann, auch wenn die Entropiebedingung nicht direkt erfiillt ist. Wir
betrachten eine typische Situation, in der wir darauf aus sind, Folgen im vollen
2-Shift in Folgen eines sofischen Shifts iiber {0, 1} zu transformieren. Dann ist
h(X) < log2 (siehe Korollar und folglich ist die Entropiebedingung ver-
letzt. Um dieses Problem zu umgehen, transformieren wir Blocke von Symbolen
statt einzelne Symbole. Die hoheren Potenzshifts aus Abschnitt [2] sind genau
das richtige Hilfsmittel, um dies zu tun.

Wir zerlegen die Eingangsfolge in Blocke der Lénge p und die Ausgangsfolge
in Blocke der Linge g. Dies ersetzt den Input-Shift X5 durch seinen héheren
Potenzshift X[’;] = Xjgr; und den Output-Shift X durch X?. Die Entropiebe-

dingung fiir diese Ersatzshifts ist
qh(X) = h(X?) > log 2P = plog2 = p,

oder
h(x)>2L (19)

q

Indem wir also Briiche p/q nahe bei, aber kleiner als h(X) finden, kénnen wir
Finite-State-Codes konstruieren, die p-Blocke aus X(g) in ¢-Blocke aus X trans-
formieren. Wir sagen, dass ein solcher Code die Kodierungsrate p/q hat.

Die Kodierungsrate p/q driickt die Anzahl der Input-Bits aus, die von jedem
Output-Bit dargestellt werden. Ist X eine echte Teilmenge des vollen 2-Shifts,
so wird diese Rate stets kleiner als 1 sein. Je hoher aber die Rate ist, desto
effizienter ist die Kodierung. Also sagt uns , was die maximale Effizienz ist,
die fiir eine Finite-State-Kodierung von bindren Daten in Daten aus X moglich
ist.

6.12 Beispiel: Sei X = X(0,1) der Shift iber {0,1} mit folgenden zwei Ei-
genschaften: In jedem Punkt z € X kommt die Eins unendlich oft in beiden
Richtungen vor und zwischen zwei aufeinanderfolgenden Einsen steht hichstens
eine Null. Indem wir Einsen und Nullen vertauschen, sehen wir dass X zum
Goldenen-Schnitt-Shift konjugiert ist, dessen Entropie wir in Beispiel zZu
h(X) = log[(1 + v/5)/2] ~ 0.69424 berechnet haben. Also wihlen wir p = 2
und ¢ = 3. Das Input-Alphabet ist dann die Menge der 2-Blécke aus X,
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10/010
01/011

:

11/110

————

\ o/

11/111

00/011 C

2 00/10D) 01/111

Abbildung 21: Der Finite-State-Code aus Beispiel

d.h. {00,01,10,11}, wihrend das Output-Alphabet die Menge der 3-Blscke
aus X ist, also {010,011,101,110,111}. Abbildung [21| zeigt einen Finite-State
(X3,2%)-Code.

Um die Verwendung dieses Finite-State-Codes zu illustrieren, betrachten wir
die Input-Folge 000111010011. Zuerst zerlegen wir sie in 2-Blocke, so dass wie
00 01 11 01 00 11 aussieht. Dann verwenden wir diese 2-Blécke als Input-
Symbole, wobei wir beim Knoten Ij beginnen. Dies erzeugt die Output-Tripel

011 011 111 011 101 111,

die eine Folge in X3 darstellen.

Wir beenden diesen Unterabschnitt mit ein paar allgemeinen Bemerkungen iiber
Kodierung: Es scheint besser zu sein, zu fordern, dass die Output-Beschriftung
rechtsauflosend ist, was die Kodierungsverzogerung auf 0 reduzieren wiirde. Lei-
der ist es nicht immer mdoglich so einen Finite-State-Code zu finden, auch wenn
die Entropiebedingung erfiillt ist.

Ein anderer Ansatz, um beliebige Folgen in Folgen mit Beschriankungen zu trans-
formieren, ist es, eine Einbettung zu verwenden, deren Inverse der Dekodierer
ist. Die Entropiebedingung ist hier sicherlich notwendig, aber es gibt zwei ernst-
zunehmende Schwierigkeiten, eine theoretische und eine praktische. Hat der so-
fische Shift X weniger als n Fixpunkte, so gibt es keine Einbettung von X,
in X. Auch wenn Fixpunkte oder periodische Punkte kein Problem darstellen
wiirden, fithren die bekannten Konstruktionen von Einbettungen zu Blockab-
bildungen mit enormen Fenstergréfien und die resultierenden Codes sind bei
weitem zu kompliziert, um sie zu verwenden.

6.3 Approximative Eigenvektoren
Sei X ein sofischer Shift, der die notwendige Bedingung h(X) > logn aus

dem Finite-State-Coding-Theorem erfiillt. Unser Ziel ist es, einen Finite-State-
(X,n)-Code zu finden. Indem wir die Teilmengenkonstruktion aus Satz [4.22]
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verwenden, bestimmen wir zunéchst eine rechtsauflésende Darstellung (H, O)
von X. Nehmen wir an, wir haben Gliick, und der Ausgangsgrad jedes Kno-
tens in H ist mindestens n. Indem wir Kanten aus H auswéhlen, kénnen wir
einen Teilgraphen G mit konstantem Ausgangsgrad n bilden und O auf G ein-
schrinken, so dass O (Xg) C X. Ist Z eine beliebige Straflenfirbung von G,
dann ist (G,Z,O) der Finite-State-(X, n)-Code, den wir suchen.

Es bezeichne A die Ubergangsmatrix von H. Unsere Annahme iiber die Aus-
gangsgrade von H driickt sich darin aus, dass alle Zeilensummen von A mindes-
tens n sind. Dies kénnen wir mit Hilfe des Spaltenvektors 1 = [ 11 ... 1 ]T
ausdriicken durch die Vektorungleichung

Al > nl. (20)

Ublicherweise werden wir nicht so viel Gliick haben mit unserer ersten Darstel-
lung von X und einige Zeilensummen werden < n sein. Um mit dieser Situation
umzugehen, werden wir in diesem Unterabschnitt zeigen, dass eine Ungleichung
ghnlich zu immer noch erfiillt ist, aber mit 1 ersetzt durch einen nicht-
negativen ganzzahligen Vektor v, den wir einen approximativen Eigenvektor
nennen. Dieses v wird im néchsten Unterabschnitt verwendet, um eine Reihe
von Zustandsaufspaltungen zu definieren, die so gemacht sind, dass sie die ur-
spriingliche Darstellung von X in eine andere umformen, fiir die gilt. Die
Uberlegungen am Anfang dieses Unterabschnitts zeigen dann, wie man die mo-
difizierte Darstellung verwenden kann, um einen Finite-State-(X, n)-Code zu
konstruieren.

Wir beginnen damit approximative Eigenvektoren zu definieren.

6.13 Definition: Sei A > 0 eine Matrix mit ganzzahligen Eintridgen undn € N.
Ein (A, n)-approximativer Eigenvektor ist ein Vektor v # 0 mit nichtnegativen
ganzzahligen Komponenten, der Av > nv erfiillt.

1 3
6 1
approximativer Eigenvektor, da

11 10
Av—{w]z[w}—&}.

Es ist niitzlich, sich vorzustellen, dass ein approximativer Eigenvektor jedem
Knoten I ein nichtnegatives ganzzahliges ,, Gewicht“ v; zuordnet. Die Vektorun-
gleichung Av > nv entspricht dann der Bedingung, dass fiir jeden Knoten I,
wenn wir die Gewichte am Ende aller bei I beginnenden Kanten aufsummieren,
die Summe mindestens n mal das Gewicht bei I ergibt. In Beispiel gibt es
vier Kanten, die bei dem ersten Knoten beginnen, eine, die dort endet (und da-
mit das Gewicht v; = 2 hat), und drei, die bei dem anderen Knoten enden (jede
mit Gewicht vy = 3). Thre Summe ist 2+3+3+3 = 11 und dies ist mindestens

6.14 Beispiel: Sei A = ] und n = 5. Dann ist v = [ ] ein (4,5)-

2
3
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5v; = 10, womit die approximative Eigenvektor-Bedingung beim ersten Knoten
erfiillt ist.

Es gibt noch eine andere niitzliche Art, die Bedeutung von approximativen
Eigenvektoren zu verstehen. Wir nehmen an, dass A eine r x r-Matrix ist. Dann
ist die Vektorungleichung Av > nv dquivalent zu r skalaren Ungleichungen

ZAIJUJZTL’U[ (111,2,...,7").
J=1

Jede dieser Ungleichungen bestimmt einen Halbraum im r-dimensionalen Raum,
und ihr Schnitt wird typischerweise ein polyhedrischer Kegel sein (eventuell von
kleinerer Dimension). Dann ist jeder nichtnegative ganzzahlige Vektor in diesem
Kegel ein (A, n)-approximativer Eigenvektor.

Bevor wir zum Hauptresultat dieses Unterabschnitts kommen, zeigen wir zuerst,
wie man die allgemeine Situation auf die eines irreduziblen Graphen und eines
positiven approximativen Eigenvektors reduzieren kann.

6.15 Lemma: Sei G ein Graph und v ein (Ag, n)-approximativer Eigenvektor.
Dann gibt es einen irreduziblen Teilgraphen H von G, so dass Folgendes gilt:
Wenn wir w aus v gewinnen, indem wir v auf die Knoten in H einschréinken,
dann gilt w > 0 und w ist ein (Apg,n)-approximativer Eigenvektor.

Beweis: Zuerst bilden wir einen Teilgraphen K von G durch die Entfernung
aller Knoten I mit v; = 0 zusammen mit allen Kanten, die bei solchen Knoten
beginnen oder enden. Wie wir in Unterabschnitt festgestellt haben, hat K
mindestens eine irreduzible Komponente H, die eine Senke ist, d.h. H enthélt
die Endknoten aller Kanten, die in H beginnen. Ist w die Einschréinkung von
v auf H, dann gilt w > 0 nach Konstruktion und mit Hilfe der ,, Gewichts-
interpretation“ sehen wir, dass w ein (Ag,n)-approximativer Eigenvektor ist.

O

Der folgende Satz sagt uns, wann approximative Eigenvektoren existieren.

6.16 Satz: Sei A eine nichtnegative ganzzahlige Matrix und n > 1. Dann gibt
es einen (A, n)-approximativen Eigenvektor genau dann, wenn A4 > n. Nehmen
wir zusétzlich an, dass A irreduzibel ist, dann gibt es einen positiven (A,n)-
approximativen Eigenvektor.

Beweis: Zuerst nehmen wir an, dass es einen (A, n)-approximativen Eigenvektor
v gibt. Nach dem vorherigen Lemma konnen wir annehmen, dass A irreduzibel
ist und v > 0 gilt. Dann gilt Av > nv, so dass A%v > n(Av) > n?v und folglich
AFy > nFy fiir alle k > 1. Da v > 0, zeigt dasselbe Argument, das wir verwendet
haben um Satz zu beweisen, dass es ein ¢ > 0 gibt, so dass

enf < Z (A%) s

I,J=1
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fiir alle & > 1 gilt. Satz zeigt auch, dass es eine Konstante d > 0 gibt mit

T

> (AF) < ddh.
I,J=1

Es folgt (c/d)'/*n < A4 fiir alle k > 1. Lassen wir k gegen unendlich gehen, so
folgt Aa > n.

Nun nehmen wir umgekehrt an, dass Ay > n. Indem wir zu einer irreduziblen
Komponente mit maximalem Spektralradius tibergehen, kénnen wir annehmen,
dass A irreduzibel istE Dann gilt v4 > 0 fiir den Perron-Eigenvektor und
Ava = Aqva > nvy. Leider hat v 4 sehr selten ganzzahlige Eintréige, also miissen
wir noch etwas arbeiten. Wir unterscheiden zwei Félle.

Zuerst nehmen wir an, dass A4 = n, also suchen wir einen exakten Eigenvektor.
Wir kénnen die Gleichung Av = nv durch den Gaufl-Algorithmus 16sen. Da A
und n ganzzahlig sind, wird die Losung ein Vektor v mit rationalen Eintrigen
sein. Da A irreduzibel ist, folgt aus dem Perron-Frobenius-Theorem, dass v
ein Vielfaches von v4 ist. Wenn wir v, falls notwendig, mit —1 multiplizieren,
konnen wir v > 0 annehmen. Dann kénnen wir v mit einer positiven ganzen
Zahl multiplizieren, so dass ein ganzzahliger Vektor entsteht und das Resultat
ist ein positiver (A, n)-approximativer Eigenvektor (siehe auch Ubungsaufgabe
(1b) auf Blatt 10).

Als néchstes nehmen wir an, dass Aa > n, so dass Avg = Aqva > nvy. Wir
wéhlen einen positiven rationalen Vektor v, der so nahe bei v4 liegt, dass immer
noch Av > nv gilt. Indem wir v mit einer geeigneten ganzen Zahl multiplizieren,
erhalten wir einen positiven (A, n)-approximativen Eigenvektor. O

Obwohl uns obiger Satz sagt, wann approximative Eigenvektoren existieren,
liefert er uns keine gute Methode, um sie zu finden. Gliicklicherweise gibt es
einen effizienten Algorithmus, um kleine approximative Eigenvektoren zu finden,
die wesentlich sind fiir die Praktikabilitét einer Finite-State-Kodierung.

Wir bendétigen etwas Notation, um diesen Algorithmus zu formulieren. Sind u
und v Vektoren, so sei w = min{u, v} das komponentenweise Minimum, so dass
wy = min{uy, vy} fiir jedes I. Fiir eine reelle Zahl s sei | s] die grofte ganze Zahl
< s. Fiir einen Vektor v ist |v| der Vektor, der aus v durch komponentenweise
Anwendung von |-| entsteht.

6.17 Satz: Sei A eine nichtnegative ganzzahlige Matrix, n > 1 und z # 0 ein
nichtnegativer ganzzahliger Vektor. Berechne

e Lae )

Ist 2/ = z, gib 2’ aus und beende das Programm. Ist 2z’ # z, ersetze z durch 2’
und wiederhole den letzten Schritt. Dieser Prozess terminiert nach endlich vielen

1'Wenn wir einen approximativen Eigenvektor v fiir eine irreduzible Komponente gefunden
haben, erhalten wir einen approximativen Eigenvektor fiir die ganze Matrix, indem wir v durch
Nullen in den restlichen Komponenten erweitern.
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Schritten und gibt entweder einen (A,n)-approximativen Eigenvektor oder 0
aus.

Beweis: Das Programm endet nach endlich vielen Schritten, da die berechneten
Vektoren nichtnegativ, ganzzahlig und (nicht notwendigerweise strikt) monoton
fallend in jeder Komponente sind. Falls der Output z ist, dann gilt z > 0 und

z = min {z, rAzJ } < lAz,
n n

so dass Az > nz. Folglich ist entweder z = 0 oder z ist ein (A, n)-approximativer
Eigenvektor. O

Eine typische Anwendung des obigen Algorithmus beginnt mit dem Vektor z =
[11 ... 1]T. Ist der Output # 0, so sind wir fertig. Andernfalls versuchen wir es
mit z = [22 ... 2]T. Ist der Output # 0, so sind wir fertig. Andernfalls versuchen
wir es mit 2 = [3 3 ... 3] usw. So erhalten wir schliefllich den approximativen
Eigenvektor mit kleinstmdoglichen maximalen Eintrag (ﬁbungsaufgabe).

1

6.18 Beispiel: Sei A = [ 6 1

] und n = 5 wie in Beispiel |6.14] Beginne mit

z= [ 1 ] Die Vektoren, die der Algorithmus berechnet, sind

1 . 0 . 0 . 0
1 1 0 01’
so dass diese Wahl von z nicht funktioniert. Als nichstes wahlen wir z = [

BEHEHEERERG

N DN
[ S

woraus

resultiert. Aber beim dritten Versuch ergibt sich

3 . 2 _)'2'
3 3 | 3]

und wir haben den kleinsten (A, 5)-approximativen Eigenvektor gefunden.

6.4 Konstruktion von Codes

In diesem Unterabschnitt wollen wir den Beweis des Finite-State-Coding-
Theorems vervollstiandigen und die Ideen des Beweises verwenden, um in der
Praxis verwendbare Codes zu konstruieren.

Wir erinnern an die Aussage des Theorems: Sei X ein sofischer Shift und n > 1.
Dann existiert ein Finite-State-(X, n)-Code genau dann, wenn h(X) > logn.
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Die Notwendigkeit dieser Bedingung haben wir bereits bewiesen. Fiir die ande-
re Beweisrichtung beginnen wir mit einer rechtsauflssenden Darstellung (G, £)
und verwenden eine Folge von elementaren Zustandsaufspaltungen, wobei wir
mit G beginnen und bei einem Graphen H enden, dessen Ausgangsgrad > n ist.
Der folgende Satz liefert eine prizise Formulierung des Zustandsaufspaltungs-
arguments.

6.19 Satz: Sei G ein irreduzibler Graph mit Ubergangsmatrix A. Ist Ay > n,
dann gibt es eine Folge

G =Gy, Gy,...,Gp =H,

so dass Gj41 aus G fiir 1 < j < m durch eine elementare Zustandsaufspal-
tung entsteht und H minimalen Ausgangsgrad n hat. Ist v ein positiver (A, n)-
approximativer Eigenvektor und k die Summe seiner Komponenten, so gibt es
eine derartige Folge von Zustandsaufspaltungen, so dass

m<k—|V(G)| und |V(H)| <k

Wir werden diesen Satz spéiter beweisen. Zuerst verwenden wir ihn, um den
Beweis des Finite-State-Coding-Theorems abzuschlieflen.

Beweis (von Satz : Sei X ein sofischer Shift und n > 1, so dass
h(X) > logn. Wir diirfen annehmen, dass X = Xg, wobei G = (G, L) ei-
ne irreduzible und rechtsauflésende Darstellung ist. Eine solche Darstellung
erhalten wir mit Hilfe einer beliebigen Darstellung, auf die wir die Teilmen-
genkonstruktion aus dem Beweis von Satz [£.22] anwenden und anschlieend
mit Hilfe von Satz [5.29] eine irreduzible Komponente K auswéhlen, so dass
h(Xg) = h(Xx) = h(X) > logn. Dann gilt Ay > n fir A = Ag. Nach Satz[6.19]
gibt es eine Folge elementarer Zustandsaufspaltungen G = Gy, Gy, ...,G,,, = H,
so dass H minimalen Ausgangsgrad m hat. Die Beschriftung L setzt sich
bei diesen Zustandsaufspaltungen fort zu einer Beschriftung £’ von H mit
LL(XH) = Loo(Xg) = X. Indem wir Satz m mal anwenden, sehen wir,
dass (H, L) rechtsabschlieBend mit Verzogerung m ist.

Wir wéhlen einen Teilgraphen Ii von H mit konstanten Ausgangsgrad n. Ist O
die Einschrénkung von £" auf H und Z eine beliebige StraBenférbung von H,
dann ist (H,O) weiterhin rechtsabschlieend und O (Xgz) € L (XH) = X,
so dass (H,Z,0) ein Finite-State-(X, n)-Code ist. O

Wir werden Satz beweisen durch wiederholte Anwendung des folgenden
Resultats.

6.20 Satz: Sei G ein irreduzibler Graph und v > 0 ein (Ag, n)-approximativer
Eigenvektor. Der minimale Ausgangsgrad von G sei < n. Dann gibt es einen
Knoten I, eine elementare Zustandsaufspaltung G’ von G bei I mit resultieren-
den Knoten I' und I? sowie einen (Ag:,n)-approximativen Eigenvektor v’ > 0,
so dass v'; = vy fiir J # I und v}, + v}, = vy.
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Der Beweis des obigen Satzes basiert auf folgendem Lemma.

6.21 Lemma: Seien ki,ko,...,k, positive ganze Zahlen. Dann gibt es eine
Teilmenge S C {1,2,...,n}, so dass ) g kq durch n teilbar ist.

Beweis: Die Teilsummen ki, ky + ko, k1 + ko + ks, ..., k1 + ko + - + k, sind
entweder alle voneinander verschieden (modulo n), oder zwei davon sind gleich
(modulo n). Im ersten Fall ist mindestens eine Teilsumme 0 (modulo n). Im
zweiten Fall gibt es 1 < m < p < n, so dass

ki+ke+ +kn=k +k+--+k, (modn).

Daher gilt kyq1 + kmt2 + - + kp = 0 (mod n). O
Nun beweisen wir Satz [6.200

Beweis (von Satz [6.20)): Sei p := max; vy. Zuerst wihlen wir einen Knoten
I mit v; = p, so dass es eine Kante e mit Anfangsknoten I gibt und vy < p.
Um zu sehen, dass so ein Knoten existiert, beginne mit einem Knoten J, fiir
den vy = p gilt. Dann muss es ein K mit vg < p geben, da andernfalls 1 ein
(Ag, n)-approximativer Eigenvektor wire und somit G minimalen Ausgangsgrad
> n hatte. Da G irreduzibel ist, gibt es einen Pfad von J nach K und der letzte
Knoten I dieses Pfads, fiir den v; = p gilt, ist der gesuchte Knoten.

Nun miissen wir die Menge £; der bei I beginnenden Kanten partitionieren. Die
I-te Komponente der Vektorungleichung Agv > nv ist

Z Vi(e) = MU = NP.
ec&y

Jede der Zahlen vy mit e € &; ist hochstens p und mindestens eine dieser
Zahlen ist echt kleiner als p. Daher gilt

> ey < pléal,

e€elr
so dass m := || > n. Sei & = {e1,...,en,...,em}, wobei e; die Kan-
te e ist mit vy < p. Indem wir Lemma @ auf die n positiven Zah-
len ¢ge,), Ve(es)s - - -1 Ve(e,) anwenden, erhalten wir eine Teilmenge &} von

{e1,ea,...,e,} mit

Z Vgey =0 (mod n). (21)

ect}

Wir definieren €7 := £/\E}. Diese Menge ist nichtleer, da n < m. Sei G’ die aus
der Partition {£], 7} resultierende Zustandsaufspaltung von G.

Nach ist
1
q = ﬁ Z Ut(e)

ect}
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eine positive ganze Zahl. Definiere v’ durch

q falls J = I*,
v =< v —q falls J =12
vy andernfalls.

Wir vervollstéindigen den Beweis, indem wir zeigen, dass v/ > 0 und dass v’ ein
(Agr,n)-approximativer Eigenvektor ist. Da ¢ und die Eintrige von v positive
ganze Zahlen sind, ist die einzige Komponente von o', iiber die ein Zweifel
besteht, die mit Index J = I?. Aber

1 1
q= o Z Vy(e) < E;Ut(ej) <p,
j:

ecél

da vy(e;) < p fiir alle j und vy, < p. Folglich gilt v —¢ = p — ¢ > 0, womit
v’ > 0 gezeigt ist.

Um zu zeigen, dass v’ ein approximativer Eigenvektor ist, miissen wir beweisen,
!/

dass fiir jeden Knoten J von G’ gilt, dass Eee& Vi(e) > nvy. Dazu beobachten
wir zuerst, dass jede bei I endende Kante e in e! und e? aufgespalten wird, aber
dass die Summe v’p + U’I2 der Gewichte ihrer Endknoten gleich dem Gewicht
v; des Endknotens von e ist. Ist daher J nicht I' oder I?, dann bleiben die
Summen in der approximativen Eigenvektorungleichung unverindert und die
Ungleichung bleibt bestehen. Ist J = I, so gilt

Z vg(e) = Z Vy(e) = NG = NV},

ec&n ecél

wihrend fiir J = I? gilt, dass

DoV = D Ui = (Z vt<e>) —ng

ec& 2 ecEr\&} e€ly

> nur —ng =n(vr — q) = nv).

O
Nun konnen wir die Beweise in diesem Unterabschnitt abschlieflen.

Beweis (von Satz : Sei v ein positiver (Ag,n)-approximativer Eigen-
vektor und k die Summe seiner Komponenten. Hat G minimalen Ausgangsgrad
> n, dann sind wir fertig. Wenn nicht, dann kénnen wir gemifl Satz G auf-
spalten und dadurch einen irreduziblen Graphen G’ mit einem Zustand mehr
bilden und einen (Ags,n)-approximativen Eigenvektor v/ > 0 finden, dessen
Komponenten sich ebenfalls zu k aufsummieren. Hat G/ minimalen Ausgangs-
grad n, so sind wir fertig. Andernfalls wenden wir Satz [6.20] nochmals an. Um
zu sehen, dass dieser Prozess schlielich zu einem Ende kommt, beobachten wir,
dass die approximativen Eigenvektoren v,v’,v”,... immer mehr Komponenten
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haben, wéihrend die positiven ganzen Zahlen in jedem Vektor sich stets zu k
aufsummieren. Die positiven ganzzahligen Gewichte kénnen sich nur begrenzt
verteilen und wir miissen nach héchstens k& — [V(G)| Schritten aufhéren, was zu
einem Graphen mit hochstens & Knoten fiihrt. O

Die Ideen aus diesem Beweis kénnen in konkreten Situationen verwendet wer-
den, um Codes zu konstruieren. Um einen Code mit Kodierungsrate p/q zu
konstruieren, kénnen wir nach dem Gezeigten wie folgt vorgehen:

(1)

6.22

Finde eine rechtsauflésende Darstellung I von X mit zugrundeliegendem
Graphen K (die minimale rechtsaufldsende Darstellung in Satz ist
vielleicht der einfachste Ausgangspunkt).

Berechne h(X) = log Ay (k-
Wihle ganze Zahlen p und ¢, so dass h(X) > p/q.
Konstruiere K7. (Beachte, dass h(Xya) > log2P.)

Wende den approximativen Figenvektor-Algorithmus an, um einen
(A(K1),2P)-approximativen Eigenvektor v zu finden. Entferne alle Kno-
ten I mit vy = 0 und betrachte die Einschrinkung auf eine Senken-
Komponente G dieses Graphen (siehe Lemma .

Wende die Zustandsaufspaltungsmethode aus Satz so lange an, bis
eine andere Darstellung H von X mit minimalem Ausgangsgrad > 27
entstanden ist. Satz [6.19] garantiert, dass dies funktioniert. Beachte, dass
‘H rechtsabschliefend ist.

Entferne, falls notwendig, Kanten von H, um H = (f[ ,O) mit konstan-
tem Ausgangsgrad 2P zu erhalten. Verwende als Input-Beschriftung Z ei-
ne Strafenférbung von G unter Verwendung binérer p-Blocke. Dann ist
(H,Z,0) der gesuchte Finite-State-Code.

Bemerkung;:

Sei X ein sofischer Shift mit h(X) > logn und A die Ubergangsmatrix
einer rechtsauflssenden Darstellung von X. Satz liefert eine obere
Schranke fiir die Grofie des kleinsten Finite-State-(X, n)-Codes: Es gibt so
einen Code mit hochstens min, ) -, v; Zustdnden (Knoten), wobei das Mi-
nimum iiber alle (A, n)-approximativen Eigenvektoren v genommen wird.
Satz liefert auch eine obere Schranke fiir die kleinste Verzogerung ei-
nes beliebigen Finite-State-(X, n)-Codes: min,, ), (v;—1), wobei wiederum
das Minimum iiber alle (4, n)-approximativen Eigenvektoren v genommen
wird.

Im Beweis von Satz haben wir Finite-State-Codes konstruiert durch
die Verwendung eines positiven approximativen Eigenvektors v. Es kann
jedoch einfacher sein, einen approximativen Eigenvektor mit ein paar
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1/b
0/a C‘C‘:} 1/a
0/c

Abbildung 22: Eine schlechte Input-Beschriftung

verschwindenden Komponenten zu verwenden und entsprechende Knoten
(wie in Schritt 5) zu entfernen.

(¢) Man muss sich nicht auf elementare Zustandsaufspaltungen beschrinken,
wenn man Satz[6.20]anwendet. Es ist eventuell effizienter, viele Knoten auf
einmal in viele Teilknoten aufzuspalten. Man spaltet Zustdnde auf, indem
man Partitionen P; = {&},... ,E}n(I)} von & findet und Zerlegungen

vy = Z;Z(ll) v} ; in positive ganze Zahlen, so dass fiir i = 1,...,m(I) gilt:

Z Vy(e) = NV ;.

ecEl

Dies fiihrt zu einer Aufspaltung von Knoten I in Knoten I, ..., () mit
neuen approximativen Eigenvektorkomponenten ”/I,l’ c U (D)

6.5 Gleitende Block-Dekodierer

Angenommen, wir verwenden einen Finite-State-Code (G, Z, O), um eine Input-
Folge v = zpz122 ... in eine Output-Folge y = yoy1y2 - . . zu transformieren. Um
x wiederzugewinnen, muss der Dekodierer genau verfolgen, in welchem Zustand
von G er sich in jedem Schritt befindet. Ein fehlerhaftes Symbol in y kénnte
dafiir sorgen, dass der Dekodierer den aktuellen Zustand nicht mehr kennt. Im
Folgenden sehen wir ein einfaches Beispiel fiir ein solches Verhalten.

6.23 Beispiel: Betrachte den Finite-State-Code in Abbildung Mit Iy als
Anfangsknoten wird der Eingang 00000 ... kodiert zu aaaaa . ... Aber es kénnen
stets Fehler auftreten. Zum Beispiel konnte das erste Symbol als ein b erfasst
werden. In diesem Fall wiirde der Dekodierer den Input 11111 . .. rekonstruieren,
der in jedem Bit falsch ist.

Diese Art von unendlicher Fehlerfortpflanzung kann verhindert werden durch die
Verwendung eines Finite-State-Codes mit einem gleitenden Block-Dekodierer.

6.24 Definition: Sei (G,Z,0) ein Finite-State-(X,n)-Code. Ein gleitender
Block-Dekodierer fiir (G,Z,0) ist ein gleitender Blockcode ¢ : X — X[, so
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1/b
0/a C‘C‘:} 0/a
1/c

Abbildung 23: Eine gute Input-Beschriftung

dass ¢ o Oy = Lo, d.h. das folgende Diagramm kommutiert:
Xa

S

XX
[

In dieser Definition muss ¢ nur auf dem Bild von O, definiert sein. Allerdings
kann jede solche Abbbildung nach ganz X erweitert werden (Ubungsaufgabe).

6.25 Beispiel: Wir betrachten nochmals den Finite-State-Code in Abbildung

O bildet beide Fixpunkte in X9 auf a> ab, wihrend Z, sie unterscheidet.
Folglich kann es fiir diesen Code keinen gleitenden Block-Dekodierer ¢ mit ¢ o
Os = T geben.

Nun verindern wir die Input-Beschriftung auf £;, so dass der Finite-State-
Code in [23]| entsteht. Dieser neue Finite-State-Code hat einen gleitenden Block-
Dekodierer, ndmlich den 1-Blockcode, der von der 1-Blockabbildung ® induziert
wird, die durch ®(a) := 0 und ®(b) = ®(c) := 1 definiert ist.

Bis jetzt war die Wahl der Input-Straflenfirbung beliebig. Dieses Beispiel zeigt,
dass manche Input-Straenfdrbungen anderen vorzuziehen sind.

Hat ein Finite-State-Code (G,Z, Q) einen gleitenden Block-Dekodierer ¢, so
gibt es eine Dekodierungsmethode, die den aktuellen Zustand auf G nicht ver-
folgen muss. Um dies zu zeigen, nehmen wir an, dass ¢ = ™" und dass
Y = Yoy1Y2 ... eine Output-Folge ist. Fiir jedes & > m gibt es einen Pfad

€k—mC€k—m+1 - - - €kt+n auf G mit
O(€k—mek—m+1 - €ktn) = Yh—mYk—m+1 - - - Yh+n-
Da ¢ 0 Oy = T, folgt
zy = ZL(er) = P(Yr—mYb—m+1 - Yktn)-

Wir koénnen folglich alle aufler die ersten m Input-Symbole wiedergewinnen,
indem wir ® auf Output-Blocke anwenden. Der entscheidende Vorteil der Ver-
wendung von & ist, dass ein fehlerhaftes Output-Symbol die Dekodierung nur
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dann beeintrichtigen kann, wenn es in dem Fenster fiir ® auftaucht. Solche
Fehler konnen sich also nicht unendlich fortpflanzen.

Da Finite-State-Codes mit gleitenden Block-Dekodierern so wiinschenswert
sind, stellt sich die Frage, wie wir sie finden konnen. Der folgende Satz zeigt,
dass dies kein Problem ist, wenn X von endlichem Typ ist.

6.26 Satz: Sei X ein Shift von endlichem Typ mit h(X) > logn. Dann gibt es
einen Finite-State-(X,n)-Code mit gleitendem Block-Dekodierer.

Beweis: Indem wir zu einem irreduziblen Teilshift mit maximaler Entropie
iibergehen, konnen wir annehmen, dass X irreduzibel ist. Sei G = (G, L) ei-
ne beliebige Darstellung von X, so dass Lo, : Xg — Xg eine Konjugation
ist. Zum Beispiel konnte G eine minimale rechtsauflésende Darstellung von X
sein (siehe Satz . Da Zustandsaufspaltungen Konjugationen induzieren,
erhalten wir im Beweis des Finite-State-Coding-Theorems, wenn wir G als An-
fangsdarstellung verwenden, am Ende einen beschrifteten Graphen (H, L'), so
dass L : Xg — X eine Konjugation ist. Indem wir Kanten aus H ent-
fernen, erhalten wir einen Graphen H mit konstantem Ausgangsgrad n und
einen Finite-State-Code (H,Z, ), wobei O die Einschriankung von £’ auf H
ist. Nach den Sétzen und ist OL! ein gleitender Blockcode. Dann ist
auch ¢ := T, o O7! ein gleitender Blockcode mit ¢ 0 Oy = Zo, so dass ¢ ein
gleitender Block-Dekodierer ist. O

6.27 Bemerkung: Obiger Satz kann auf sofische Shifts X mit h(X) > logn
verallgemeinert werden. Fiir sofische Shifts mit h(X) = logn muss es keine
Finite-State-(X, n)-Codes mit gleitenden Block-Dekodierern geben.

Eine Folgerung von Satz[6.20] ist, dass unter allen Shifts von endlichem Typ mit
h(X) > logn der volle n-Shift in dem Sinne der einfachste ist, dass er ein Faktor
von jedem solchen Shift ist.

6.28 Korollar: Sei X ein Shift von endlichem Typ mit h(X) > logn. Dann
gibt es einen Faktorcode ¢ : X — X{,.

Beweis: Satz liefert einen Finite-State-(X,n)-Code (G,Z,O) mit einem
gleitenden Block-Dekodierer ¢. Dann gilt

X = Too(Xg) = #(0x(Xi)) € d(X) C X[y,

so dass ¢ surjektiv und damit ein Faktorcode ist. O
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7 Ubungsaufgaben

Blatt 0 (Prasenziibungsblatt)

Aufgabe 1:

Sei A ein Alphabet. Bestimmen Sie die Anzahl der
(a) Fixpunkte von o in AZ.

(b) n-periodischen Punkte von o in AZ.

(c) periodischen Punkte mit Primperiode 12 von o in A%.

Aufgabe 2:
Wir betrachten die Abbildung
¢ {0,1}* — {0,1}~.

mit
o(x); = x; + 2441 mod 2.

Dies ist ein stationirer Code (kommutiert mit o).

(a) Zeigen Sie, dass ¢ surjektiv ist.

(b) Bestimmen Sie die Anzahl der Punkte « mit ¢™(z) = 0°° fiir jedes n > 1.

Aufgabe 3:

Sei X ein Shiftraum und NV > 1. Zeigen Sie, dass es eine Menge F von Blocken
der Liange mindestens N gibt, so dass X = Xr.

Aufgabe 4:
Sei S € Ny ={0,1,2,...} eine unendliche Teilmenge. Zeigen Sie, dass
X ={...10"110™10™1...|n; € S Vj € Z}

kein Shiftraum ist.
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Aufgabe 5:

Sei S eine nichtleere Teilmenge von Ny. Ist S endlich, so definieren wir X = X (.5)
als die Menge aller binédren Sequenzen, in denen 1 unendlich oft in beiden Rich-
tungen vorkommt und die Anzahl der Nullen zwischen zwei aufeinanderfolgen-
den Einsen in S ist. Also ist

x=...10"-110"° 10" 1. ..

mit n; € S ein typischer Punkt in X. Ist S unendlich, so lassen wir die Forde-
rung, dass die 1 unendlich oft in beiden Richtungen vorkommt, weg. Zeigen Sie,
dass X (S) ein Shiftraum ist.

Aufgabe 6:

Zeigen Sie, dass es iiberabzihlbar unendlich viele Shifts in {0, 1}# gibt.

Blatt 1

Aufgabe 1: Volle Shifts

(a) Bestimmen Sie fiir den vollen {41, —1}-Shift und ¥ > 1 die Anzahl der
k-Blocke mit der Eigenschaft, dass die Summe der Symbole 0 ergibt.

(b) Beschreiben Sie diejenigen Paare von Blocken v und v iiber einem Alpha-
bet A, so dass uv = vu.

Aufgabe 2: Lauflingen-beschrinkte Shifts

Sei X die Menge aller bindren Folgen, in denen die 1 unendlich oft in beiden
Richtungen vorkommt, so dass die Anzahl von Nullen zwischen aufeinander
folgenden Einsen entweder 1, 2 oder 3 ist. Zeigen Sie, dass X ein Shiftraum ist,
indem Sie eine Menge F von Blocken angeben, so dass X = X .

Aufgabe 3: Shiftraume I

(a) Geben Sie eine Menge F von Blécken tiber {0,1} an, so dass Xz = ().

(b) Sei X die Teilmenge von {0,1}%, die aus allen Folgen besteht, die genau
eine Eins enthalten. Zeigen Sie, dass X U {0°°} ein Shiftraum ist.

(c) Geben Sie zwei Mengen F; und F» iiber A = {0,1} an mit Xz, = Xz, #
(0, so dass F; endlich und F, unendlich ist.

(d) Zeigen Sie, dass X5, NXz, = X7 Ur,. Zeigen Sie auflerdem, dass beliebige
Schnitte von Shiftrdéumen wieder Shiftrdume sind.
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Aufgabe 4: Shiftraume II

Sei X der volle A-Shift {iber einem Alphabet A.

(a) Zeigen Sie, dass aus X = X; U X5 fiir Shiftrdume X; und X folgt, dass
X = X, oder X = Xo.

(b) Erweitern Sie Ihr Argument in (a) um zu zeigen, dass aus X = [J, ¢4 Xa
fiir Shiftrdume X,, (A beliebige nichtleere Indexmenge) folgt, dass X = X,
fiir ein € A.

(¢) Erkliren Sie, warum diese Aussagen nicht gelten, wenn wir lediglich an-
nehmen, dass X ein Shiftraum ist.

Blatt 2

Aufgabe 1: Sprachen I

Bestimmen Sie die Sprachen der folgenden Shiftrdume:

(a) X = Menge aller Punkte in {0, 1}%, so dass die Anzahl der Nullen zwischen
je zwei Einsen gerade ist.

(b) X = Menge aller Punkte in {0, 1}%, in denen die 1 unendlich oft in beiden
Richtungen vorkommt, so dass die Anzahl der Nullen zwischen aufeinan-
derfolgenden Einsen entweder 1, 2 oder 3 ist.

(c) X = Menge aller Punkte in {41, —1}%, so dass fiir jeden Block w, der in
einem x € X vorkommt, die algebraische Summe s der Symbole in w die
Ungleichungen —c < s < ¢ erfiillt. Hier ist ¢ eine fest gewéhlte natiirliche
Zahl.

Zeigen Sie fiir die Menge X in (c¢) auch, dass es sich um einen Shiftraum handelt.

Aufgabe 2: Sprachen II

Im Folgenden verstehen wir unter einer Sprache eine Menge von Blocken, die
die Eigenschaften aus Satz 2.9(1) erfiillt.

(a) Seien £; und Lo Sprachen iiber demselben Alphabet. Zeigen Sie, dass
auch £y U Ly eine Sprache ist. Folgern Sie, dass die Vereinigung zweier
Shiftrdume wieder ein Shiftraum ist.

(b) Nun seien £,,, n € N, Sprachen iiber demselben Alphabet. Zeigen Sie, dass
U,~, L, eine Sprache ist. Warum kénnen Sie daraus nicht folgern, dass
die Vereinigung abzdhlbar unendlich vieler Shiftréume iiber demselben
Alphabet wieder ein Shiftraum ist?
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Aufgabe 3: Konjugationen und Faktorcodes

(a) Zeigen Sie, dass die Konjugationsrelation 2 fiir Shiftraume eine Aquiva-
lenzrelation ist, d.h. (i) X = X, (i) aus X 2 Y folgt Y = X und (iii) aus
X2Y,Y =Zfolgt X ~Z.

(b) Ist der volle 2-Shift konjugiert zum vollen 3-Shift?

(c¢) Bestimmen Sie einen Faktorcode vom vollen 3-Shift auf den vollen 2-Shift,
d.h. einen surjektiven gleitenden Blockcode ¢ : {0, 1,2}* — {0,1}%.

(d) Gibt es einen Faktorcode vom vollen 2-Shift auf den vollen 3-Shift?

(e) Sei X = {0,1}* und ® : {0,1} — {0,1} die 1-Blockabbildung gegeben
durch ®(0) = 1 und ®(1) = 0. Zeigen Sie, dass der induzierte gleitende
Blockcode ¢ = &, : X — X eine Konjugation ist.

Aufgabe 4: Abbildungen zwischen Shiftrdumen

Geben Sie ein Beispiel fiir eine Abbildung ¢ : X — Y zwischen Shiftrdumen
X, Y an, die kein gleitender Blockcode ist, aber dennoch ¢oox = oy o ¢ erfiillt.

Blatt 3

Aufgabe 1: Shifts von endlichem Typ
(a) Seien X,Y Shifts von endlichem Typ iiber einem Alphabet A. Zeigen Sie,
dass auch X NY von endlichem Typ ist. Gilt dies auch fir X UY?

(b) Charakterisieren Sie die Teilmengen S C Ny, so dass der Shift X (S) (de-
finiert in Aufgabe 5, Prisenziibungsblatt) von endlichem Typ ist.

Aufgabe 2: Ubergangsmatrix eines Graphen

(a) Zeigen Sie, dass fiir jede r x r-Matrix A mit nichtnegativen ganzzahligen
Eintrigen gilt, dass A = A(G(A)). Zeigen Sie auflerdem, dass fiir jeden
Graphen G gilt, dass G = G(A(Q)).

(b) Sei G ein Graph mit Ubergangsmatrix A. Zeigen Sie, dass die folgenden
Aussagen dquivalent sind:

(i) Es gibt ein n € N, so dass die Lénge aller Pfade in G kleiner als n

ist.
(ii) A ist nilpotent, d.h. A™ =0 fiir ein n € N.
(iil) X¢ = 0.
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Abbildung 24: Der Graph G
efg
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Abbildung 25: Der Graph H

Aufgabe 3: Kantenshifts

Zeigen Sie, dass die Kantenshifts zweier isomorpher Graphen konjugiert zuein-
ander sind.

Aufgabe 4: Graphen
Betrachten Sie die abgebildeten Graphen G und H.

(a) Zeigen Sie, dass G isomorph zu einem Teilgraphen von H ist.
(b) Bestimmen Sie fiir 1 <n < 6 die Anzahl der Pfad@ auf G der Linge n.

(c) Bestimmen Sie fiir 1 < n < 6 die Anzahl der periodischen Punkte in Xg
mit Periode n. Was konnte die Anzahl fiir beliebiges n sein?

Blatt 4

Aufgabe 1: Irreduzible und wesentliche Graphen

(a) Zeigen Sie, dass mit genau einer Ausnahme jeder irreduzible Graph we-
sentlich ist und finden Sie die Ausnahme.

12Bin Pfad m = ejez . ..em auf einem Graphen G ist eine endliche Folge von Kanten e; aus
G, so dass t(e;) = i(ej41) fiir 1 <i¢ <m — 1. Die Linge von m = e1e2...em ist || = m.
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(b) Seien G und H wesentliche Graphen mit X = Xpy. Zeigen Sie, dass
G=H.

(c) Wie erkennt man an der Ubergangsmatrix eines Graphen, ob der Graph
irreduzibel ist?

Aufgabe 2: Hohere Kantengraphen und Potenzgraphen
(a) Sei G der Graph des vollen 2-Shifts, der nur einen Knoten und genau zwei
Schleifen bei diesem Knoten hat. Zeichnen Sie die Graphen G¥ und G3.

(b) Sei X ein Shift von endlichem Typ. Zeigen Sie, dass auch XN und XV
von endlichem Typ sind.

(¢) Sei X ein Shift, so dass X!V von endlichem Typ ist. Ist dann auch X von
endlichem Typ? Ist X von endlichem Typ, falls X von endlichem Typ
ist?

Aufgabe 3: Graphen und héhere Blockshifts

Sei A={0,1}, F = {000,111} und X = X .

(a) Konstruieren Sie einen Graphen G mit X¢ = Xﬁ].

(b) Verwenden Sie die Ubergangsmatrix von G, um die Anzahl der Punkte
mit Periode 5 in X zu berechnen.
Aufgabe 4: Algorithmus zur Blockzuordnung
Formulieren Sie einen Algorithmus, der auf der Basis einer endlichen Liste F

verbotener Blocke und eines gegebenen Blocks w entscheidet, ob w in B(Xx)
vorkommt.

Blatt 5

Aufgabe 1: Zustandsaufspaltung I

Sei GG ein Graph und P eine Partition der Kanten von G in nichtleere Teilmen-
gen. Ferner sei H = GIP! der zugehorige Zustandsaufspaltungsgraph.

(a) Zeigen Sie, dass H irreduzibel ist, falls G irreduzibel ist.
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(b) Beschreiben Sie unter Verwendung der Divisions- und Kantenmatrizen fiir
diese Aufspaltung, wie Ay aus Ag entsteht, indem Sie jede Zeile von Ag
in eine Summe von Zeilen zerlegen und Kopien der zugehorigen Spalten
einfiigen.

Aufgabe 2: Zustandsaufspaltung II

Zeigen Sie, dass sich Satz 3.14 im Skript folgendermafien erweitern lésst: Seien G
und H wesentliche Graphen. Dann ist H eine Zustandsaufspaltung von G genau
dann, wenn eine Divisionsmatrix D (d.h. eine nicht-quadratische 0-1-Matrix
mit mindestens einer 1 in jeder Zeile und genau einer 1 in jeder Spalte) und
eine nicht-quadratische Matrix E mit nichtnegativen ganzzahligen Eintrégen
existieren, so dass

AG =DFE und AH =FED.

Aufgabe 3: Anzahl der sofischen Shifts

Beweisen Sie, dass es nur abzdhlbar unendlich viele sofische Shifts im vollen
2-Shift gibt.

Aufgabe 4: Sofische Shifts

Wir betrachten den Shift X = Xz iiber A = {+1, -1}, definiert durch (siehe
Aufgabe (1c¢) auf Blatt 2)
> 3} .

Zeigen Sie, dass X durch einen beschrifteten Graphen mit symbolischer Uber-
gangsmatrix

n
D

F= {u ©u=g... Ty Block iiber {+1,—1} mit
i=0

0 1 0 0
-1 0 1 0
0 -1 0 1
0 0 -1 0

dargestellt wird. Zeigen Sie auflerdem, dass X strikt sofisch ist.

Blatt 6

Aufgabe 1: Konjugiertheit sofischer Shifts

Seien G und H die beschrifteten Graphen mit symbolischen Ubergangsmatrizen
a b a a
[ b0 } und [ b0 } .
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Zeigen Sie, dass Xg und X nicht konjugiert zueinander sind.

Aufgabe 2: Nachfolgermengen

Sei G ein beschrifteter Graph mit r Knoten. Beweisen Sie, dass Xg hochstens
2" — 1 verschiedene Nachfolgermengen hat.

Aufgabe 3: Nachfolgermengengraph

Sei X ein sofischer Shift mit Nachfolgermengengraph (G, £). Zeigen Sie, dass X
ein Shift von endlichem Typ ist genau dann, wenn L, eine Konjugation ist.

Blatt 7

Aufgabe 1: Fusionierter Graph

Konstruieren Sie den aus G fusionierten Graphen, wobei G der beschriftete
Graph mit folgender symbolischer Ubergangsmatrix ist:

0 b
b 0
a 0

=2

Aufgabe 2: Minimale rechtsauflésende Darstellungen

Bestimmen Sie die minimale rechtsauflésende Darstellung des Shifts X = Xr
iiber {0,1} mit F = {10%%*11 : k > 0} und des Shifts aus Aufgabe 4 auf Blatt
5.

Aufgabe 3: Synchronisierende Blocke

Sei X ein irreduzibler sofischer Shift, G seine minimale rechtsauflésende Dar-
stellung und w € B(X). Zeigen Sie, dass w ein synchronisierender Block fiir G
ist genau dann, wenn aus uw, wv € B(X) folgt, dass uvwv € B(X).

Aufgabe 4: Darstellungen

Finden Sie eine Darstellung des sofischen Shifts aus Beispiel 4.39 mit nur drei
Knoten. Warum widerspricht dies nicht der Minimalitdt der dort angegebenen
Darstellungen?
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Aufgabe 1: Minimale rechtsauflésende Darstellungen

Bestimmen Sie die minimalen rechtsauflosenden Darstellungen der soﬁﬁchen
Shifts, die von den beschrifteten Graphen mit folgenden symbolischen Uber-
gangsmatrizen dargestellt werden:

(a)

a O c b

a c 0 b

a c 0 b

c a 0 b

(b)

0 0 a b 0 c
a O 0 b 0 ¢
0 a O O b c
o0 0 0 0 4
o 00 0 0 d
0 c¢c a O d 0

Aufgabe 2: Minimale rechtsauflésende Darstellung fiir Shifts von end-
lichem Typ

Sei G die minimale rechtsauflésende Darstellung eines irreduziblen sofischen
Shifts X und sei r die Anzahl der Knoten in G. Zeigen Sie: Ist X von endli-
chem Typ, dann ist X ein N-Schritt-Shift fiir N = (r2 —r)/2.

Aufgabe 3: Existenz synchronisierender Blécke

Sei G = (G, L) ein rechtsauflosender irreduzibler beschrifteter Graph. Sei H der
(beschriftete) Teilgraph, den man aus G x G erhélt, indem man alle Knoten der
Form (I,I) mit I € V(G) und die zugehorigen Kanten entfernt. Zeigen Sie, dass
es einen synchronisierenden Block fiir G gibt genau dann, wenn Xg # X4 .

Aufgabe 4: Bestimmung des Nachfolgermengengraphs

Geben Sie einen Algorithmus an, der auf der Basis einer gegebenen Darstellung
eines sofischen Shifts den Nachfolgermengengraphen bestimmt.

Hinweis: Verwenden Sie die Teilmengenkonstruktion und die Methode, die wir
in Satz 4.50 verwendet haben, um die minimale rechtsauflésende Darstellung zu
bestimmen.
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Aufgabe 1: Faktorcodes zwischen vollen Shifts

Beweisen Sie, dass es einen Faktorcode von X|,,) nach X[, gibt genau dann,
wenn m > n. (Hier ist X},; der volle r-Shift.)

Aufgabe 2: Eigenschaften der Entropie

Seien X und Y Shiftrdume und N > 1. Beweisen Sie:

(a) h(XI) = h(X)

(b) h(XN) =N -h(X)

(¢) h(X x Y) = h(X) + h(Y)

(d) H(X UY) = max{h(X), h(Y)}

Aufgabe 3: Nicht konjugierte Shifts mit gleicher Entropie

Finden Sie zwei irreduzible Shifts von endlichem Typ mit derselben Entropie,
die nicht zueinander konjugiert sind.

Aufgabe 4: Perron-Eigenwert

(a) Berechnen Sie den Perron-Eigenwert und -eigenvektor der folgenden Ma-

trizen:
2 1 0 3
A_[l 1}’ B_{Q 0}

(b) Sei A eine irreduzible r x r-Matrix mit nichtnegativen reellen Eintrégen.
Sei Spin die kleinste und sy ax die grofite Zeilensumme von A. Zeigen Sie,
dass Smin < A4 < Smax fiir den Perron-Eigenwert A4 gilt.

Blatt 10

Aufgabe 1: Perron-Eigenwert

(a) Sei A eine irreduzible nichtnegative reelle Matrix. Zeigen Sie, dass fiir den
Perron-Eigenwert A4 Folgendes gilt:

Aa = inf{A>0 : Av < v fiir ein v > 0}
= sup{A >0 : Av > )l fiir ein v > 0}.
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(b) Sei A eine irreduzible Matrix mit nichtnegativen ganzzahligen Eintrégen.
Zeigen Sie, dass es einen Perron-Eigenvektor v4 mit ganzzahligen Ein-
tragen gibt genau dann, wenn A4 ganzzahlig ist.

Aufgabe 2: Berechnung der Entropie eines 2-Schritt-Shifts
Sei A = {a,b, c} und
F = {aac, aba, acb, baa, bbb, bea, cac, cba, cca}.

Berechnen Sie h(Xx).

Aufgabe 3: Kriterium fiir Verschwinden der Entropie

Sei G ein irreduzibler Graph. Zeigen Sie, dass h(Xs) = 0 genau dann, wenn G
nur aus einem einzigen geschlossenen Pfad besteht.

Aufgabe 4: Moégliche Werte der Entropie

Welche der folgenden Zahlen ist die Entropie eines irreduziblen Shifts von end-
lichem Typ?

(a) log V2, (b) logg, (c) log(3—v?2), (d) logm.

Blatt 11

Aufgabe 1: Periodenklassen

Vervollstéandigen Sie den Beweis von Satz 5.40.

Aufgabe 2: Grofliter gemeinsamer Teiler

Sei S eine Menge positiver ganzer Zahlen mit grofitem gemeinsamen Teiler d.
Zeigen Sie, dass fiir ein k > 1 Zahlen s1, ..., s, € S und ganze Zahlen aq, ..., ak
existieren mit d = a181 + -+ - + apSk.

Hinweis: Betrachten Sie die kleinste positive Zahl in der Untergruppe von (Z, +),
die von S erzeugt wird.
Aufgabe 3: Primitivitét

Beweisen Sie Satz 5.44 der Vorlesung.
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Aufgabe 1: Mischende sofische Shifts

Sei X ein irreduzibler sofischer Shift mit minimaler rechtsauflosender Darstel-
lung (Gx, Lx).

(a) Zeigen Sie, dass X mischend ist genau dann, wenn Gx primitiv ist. (Hin-
weis: Verwenden Sie einen synchronisierenden Block fiir (Gx, Lx)).

(b) Vervollstandigen Sie den Beweis von Korollar 5.47(2).

Aufgabe 2: Konjugiertheit der Perioden-Komponenten

Sei A irreduzibel mit Periode p und seien A;, A, ..., A, die primitiven Blocke
von AP. Beweisen Sie, dass die Kantenshifts X 4, alle zueinander konjugiert sind.

Aufgabe 3: Wirkung primitiver Matrizen auf dem positiven Orthan-
ten

Vervollstiandigen Sie den Beweis von Korollar 5.48.

Aufgabe 4: Konvergenz von A"

Sei A eine Matrix, deren Eigenwerte alle Absolutbetrag < 1 haben. Zeigen Sie,
dass A™ fiir n — oo gegen die Nullmatrix konvergiert.
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