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Einleitung

Wichtige Teilaspekte der qualitativen Theorie dynamischer Systeme sind die
Klassifikation von Systemen, die Bestimmung von Normalformen und das Fin-
den von Kriterien fiir die Stabilitédt eines Systems. Bei diesen Aufgaben spielt
der Begriff der topologischen Konjugiertheit, der die Gleichheit zweier Systeme
bis auf umkehrbar stetigen Koordinatenwechsel beschreibt, eine wichtige Rolle.
Das Hauptziel dieser Arbeit ist es, mit topologischen und geometrischen Hilfs-
mitteln Kriterien fiir die Aquivalenz — genauer: die kombinatorische Aquivalenz
und die topologische Konjugiertheit — zeitdiskreter nichtinvertierbarer dynami-
scher Systeme auf kompakten Phasenrdumen herzuleiten. Bei der Formulierung
der Resultate wurde vor allem Wert darauf gelegt, nicht stérkere Voraussetzun-
gen zu fordern als tatséchlich im Beweis benotigt werden. Die Arbeit ist in
fiinf Kapitel unterteilt, deren Inhalt im Folgenden kurz beschrieben werden
soll:

e Im ersten Kapitel geben wir eine Zusammenstellung weniger, speziell aus-
gewihlter, wohlbekannter Definitionen und Sétze aus dem Gebiet der to-
pologischen Dynamik. Dabei fithren wir insbesondere das fiir uns zentrale
Konzept der topologischen Konjugiertheit ein.

e Das zweite Kapitel dient der Untersuchung von Réumen stetiger Funktio-
nen und speziell von Homéomorphismengruppen, die mit der sog. kompakt-
offenen Topologie ausgestattet sind. Dies ist dadurch motiviert, dass
die zentralen Objekte der Arbeit stetige Selbstabbildungen topologischer
Réume und Homoéomorphismen auf diesen Rdumen sind. Auch hier stellen
wir im Wesentlichen nur wohlbekannte Resultate aus der Literatur zusam-
men.

e Das dritte Kapitel ist in vier Abschnitte unterteilt. Im ersten Abschnitt
wird der Begriff der normalen Projektion eingefiihrt, der eine Verallgemei-
nerung des Begriffs der normalen Uberlagerung darstellt. Wie sich zeigt,
gelten viele Aussagen iiber normale Uberlagerungen auch fiir normale Pro-
jektionen. Thre eigentliche Bedeutung wird allerdings erst in den letzten
beiden Kapiteln deutlich, wo sie als Hilfsmittel zum Nachweis kombinato-
rischer Aquivalenz und topologischer Konjugiertheit zum Einsatz kommen.
Der zweite und dritte Abschnitt liefern weitere technische Hilfsmittel, die
im fiinften Kapitel benotigt werden, um Konjugationsresultate zu bewei-
sen. Der vierte Abschnitt schliefllich handelt von den dynamischen Eigen-
schaften offener expandierender Abbildungen auf kompakten metrischen



Réumen. Im Wesentlichen werden bekannte Resultate aus [Urb 02] zu-
sammengestellt und bewiesen. Insbesondere zu erwéihnen ist der spektrale
Dekompositionssatz, der das globale dynamische Verhalten offener expan-
dierender Abbildungen auf kompakten Rdumen beschreibt. Aus diesem er-
geben sich dann verschiedene nichttriviale Folgerungen. Insbesondere erhilt
man ein Klassifikationsresultat fiir kompakte Langenridume, die offene ex-
pandierende Abbildungen zulassen, welches besagt, dass ein solcher Raum
bereits eine topologische Mannigfaltigkeit sein muss, falls seine Kriimmung
auf einer offenen Teilmenge nach unten beschrankt ist.

Im vierten Kapitel wird der Begriff des kombinatorisch dquivalenten Funk-
tionensystems eingefithrt. Dieser ist eine Verallgemeinerung des Konzepts
der ,kombinatorischen Aquivalenz“, welches in der Literatur, je nach Ab-
bildungstyp, unterschiedlich definiert wird. Allgemein lésst sich sagen, dass
kombinatorische Aquivalenz eine grobere Aquivalenzrelation als topologi-
sche Konjugiertheit darstellt, insofern die kombinatorische Aquivalenz not-
wendig fiir die topologische Konjugiertheit ist. Zudem erhélt man mit einem
kombinatorisch dquivalenten Funktionensystem ein Hilfsmittel zum Nach-
weis topologischer Konjugiertheit, den sog. Pullback-Operator zweier kom-
binatorisch dquivalenter Abbildungen, dessen Fixpunktgleichung identisch
mit der Konjugationsgleichung fiir diese Abbildungen ist. Insbesondere
werden fiir zwei spezielle Abbildungstypen — die stiickweise monotonen In-
tervallabbildungen und die Uberlagerungen kompakter Hausdorffriume —
notwendige und hinreichende Bedingungen fiir kombinatorische Aquivalenz
angegeben. Es stellt sich heraus, dass die Aquivalenz von Intervallabbil-
dungen allein von den Vorwirtsorbits ihrer Umkehrpunkte abhéngt, und
die Aquivalenz von Uberlagerungen allein von ihrer Wirkung auf der Fun-
damentalgruppe des Raums. Bei der Konstruktion kombinatorisch dquiva-
lenter Systeme werden die im dritten Kapitel eingefiihrten normalen Pro-
jektionen als Hilfsmittel eingesetzt.

Das fiinfte Kapitel zerfallt in drei Abschnitte. Im ersten Abschnitt wird ein
Kriterium zum Nachweis expandierender Abbildungen hergeleitet. Dieses
liefert insbesondere ein numerisches Verfahren, um festzustellen, ob eine
Abbildung f : S' — S! des Einheitskreises expandierend ist. Ferner wird
es verwendet, um zu zeigen, dass die maximalen kompakten invarianten
Mengen der logistischen Abbildungen mit Parameter « > 4 hyperbolisch
und folglich Cantormengen sind. In der Literatur finden sich zahlreiche
Beweise fiir diese Tatsache, die aber alle lingere und kompliziertere Argu-
mente verwenden. Im zweiten Abschnitt wird anhand eines Beispiels ge-
zeigt, wie man die in Kapitel 4 eingefiihrten Pullback-Operatoren verwen-
den kann, um die topologische Konjugiertheit von stiickweise monotonen
Intervallabbildungen mit attraktiven periodischen Orbits nachzuweisen. Im
dritten Abschnitt schliefilich werden zwei Verallgemeinerungen eines Konju-
gationsresultats von M. Shub fiir expandierende Abbildungen auf kompak-
ten Riemannschen Mannigfaltigkeiten bewiesen. Dieses Resultat besagt im
Wesentlichen, dass die topologische Konjugiertheit expandierender Abbil-
dungen aquivalent ist zur Konjugiertheit auf Fundamentalgruppenniveau.



Die erste Verallgemeinerung des Satzes setzt an die Stelle der kompakten
Mannigfaltigkeit einen kompakten semilokal einfach zusammenhingenden
Léngenraum. Ob es sich dabei um eine echte Verallgemeinerung handelt,
ist nach den Ergebnissen des dritten Kapitels allerdings fraglich. Ein Vorteil
dieser Formulierung des Resultats ist auf jeden Fall, dass man nicht mehr
Bedingungen voraussetzt als tatséichlich fiir den Beweis benotigt werden.
Die zweite Verallgemeinerung dagegen setzt an die Stelle der Mannigfal-
tigkeit eine sog. Orbifaltigkeit (engl.: ,orbifold“) und an die Stelle einer
expandierenden Abbildung eine Abbildung, die nur noch , fast iiberall* ex-
pandierend ist, d. h. iiberall bis auf einer endlichen Menge von singuldren
Punkten.

Im ca. 20 Seiten langen Anhang der Arbeit werden elementare Definitionen und
Resultate aus den Gebieten Topologie, Geometrie und Dynamische Systeme
aufgelistet, die in der Arbeit Verwendung finden.

Mein Dank gilt in erster Linie Prof. Dr. Bernd Aulbach, der durch seine Vor-
lesungen ,,Chaos und Fraktale“ und ,,Komplexe Dynamik®“ mein Interesse fiir
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den Arbeit geweckt hat. Ferner mochte ich Prof. Dr. Fritz Colonius meinen
herzlichen Dank dafiir aussprechen, dass er nach dem unerwarteten Tod von
Prof. Aulbach die Betreuung meiner Arbeit iibernommen hat. Insbesondere
mochte ich mich auch bei Dr. Martin Rasmussen und Dr. Ludwig Neidhart
bedanken fiir das Korrekturlesen der Arbeit und fiir viele wertvolle Ratschliage
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Kapitel 1

Topologische Dynamik

1.1 Grundbegriffe

An den Anfang dieses Kapitels wollen wir die abstrakte Definition eines dy-
namischen Systems stellen, und davon ausgehend werden wir einige zentrale
Begriffe der topologischen Dynamik einfiihren.

1.1.1 Definition (Dynamisches System):
Es sei X eine Menge und (T,+) eine abelsche Halbgruppe mit neutralem Ele-
ment 0 (iiblicherweise T € {No,Z,R{,R}). Ferner sei ® : T x X — X eine
Abbildung, die den folgenden Axiomen geniigt:

(1) ®(0,z) =« fiir allez € X.
(2) ®(t+s,x) = D(t,P(s,x)) fiir allex € X und t,s € T.

Dann bezeichnet man das Tripel (X, T, ®) oder auch nur die Abbildung ® als
dynamisches System.! X heifit der Zustands- oder Phasenraum des dy-
namisches Systems und T die Zeit. Im Fall T € {Ny,Z} spricht man auch
von einem diskreten, und im Fall T € {R{,R} von einem kontinuierlichen
dynamischen System.

Mit dieser sehr allgemeinen Definition lédsst sich zunéchst wenig anfangen, so-
lange man nicht zusétzliche Bedingungen an den Zustandsraum X und die
Abbildung @ stellt. Bei einem ,,natiirlich* gegebenen System, das z. B. als Mo-
dell fiir ein physikalisches System dienen soll, ist X zumeist eine Teilmenge des
Euklidischen Raums R™ (in der Regel eine Untermannigfaltigkeit) und ® eine
differenzierbare Abbildung. In diesem Fall kann man zur Untersuchung des Sy-
stems alle Strukturen des R™, die von ® respektiert werden, zur Hilfe nehmen
(z. B. algebraische, topologische, messbare und differenzierbare Strukturen). In
der topologischen Dynamik beschrinkt man sich jedoch auf die topologische
bzw. metrische Struktur. Konkret bedeutet dies, dass man als Zustandsraum
des Systems einen (hinreichend gutartigen) topologischen Raum, zumeist sogar

'Fiir T € {No, R} spricht man manchmal auch von einem semidynamischen System. Wir
werden diese begriffliche Unterscheidung jedoch nicht machen.

7



8 Kapitel 1: Topologische Dynamik

einen kompakten oder lokal kompakten metrischen Raum voraussetzt und von
® mindestens die Stetigkeit fordert, zusétzlich jedoch allein Eigenschaften, die
sich mit Hilfe der topologischen oder metrischen Struktur des Zustandsraums
X beschreiben lassen. In dieser Arbeit werden wir uns im Wesentlichen auf
die Betrachtung solcher Systeme beschrinken. Ferner werden wir ausschlief3-
lich zeitdiskrete Systeme untersuchen, also solche mit T € {Ny,Z}. Der Vorteil
eines derartigen Systems ist, dass man es durch eine einzige (stetige) Selbstab-
bildung f : X — X beschreiben kann. Dazu definiert man rekursiv fiir jedes
n € Ny die n-te Iterierte f” von f mittels

fOi=idy, frh=fofn,

und setzt ®(n,x) := f™(x) fir alle n € Np und z € X. Dass so tatséchlich ein
dynamisches System definiert wird, ergibt sich aus den fiir alle n,m € Ny und
x € X giiltigen Identitiaten

O(n+m,x) = f7(2) = f1(f7(2) = B(n, B(m, 2)).

Ist umgekehrt ein diskretes System ® : Ny x X — X gegeben, und eine Ab-
bildung f : X — X durch f(x) := ®(1,z) definiert, so ergibt sich mittels
vollstédndiger Induktion ®(n,z) = f"(x) fir alle n € Ny und z € X. Ist
f sogar ein Homoéomorphismus, so kénnen wir auch die Riickwértsiterierten
= (fH" (n € N) definieren und damit ein System mit T = Z beschrei-
ben. Ferner bezeichnen wir mit f~"(A) das Urbild einer Menge A C X unter
der n-ten Iterierten f” einer beliebigen Abbildung f : X — X. Aufgrund dieser
1-1-Korrespondenz zwischen diskreten dynamischen Systemen und Selbstabbil-
dungen kénnen wir alle nun folgenden Begriffsbildungen von einer Abbildung
und ihren Iterierten ableiten. Dabei sei X stets ein topologischer Raum und
f: X — X stetig.

1.1.2 Definition (Orbits und Trajektorien):
Man definiert den Vorwiértsorbit O;{(az) bzw. den Riickwértsorbit O} (z)
von x unter f durch

Of (@) :={f"(@) neNo},  Of(x):=|J f{a})

n€Ng

Die Punktfolge (f™(z))nen, heifit die Trajektorie von x unter f.

1.1.3 Vereinbarung:

Wenn wir im Weiteren vom ,,Orbit“ eines Punktes sprechen ohne den Zusatz
, Vorwérts-“ oder ,Riickwérts-“ zu verwenden, so ist stets der Vorwértsorbit
gemeint.

Mit den eben eingefiihrten Begriffen lasst sich nun sagen, dass die Analyse eines
diskreten dynamischen Systems die Untersuchung des asymptotischen Verhal-
tens seiner Trajektorien bzw. der Lage seiner Orbits ist. Die einfachsten Orbits
sind die endlichen. Diese lassen sich wie folgt klassifizieren.
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1.1.4 Definition (Periodische und schlieflich periodische Orbits):
Ein Punkt x € X heifit periodisch mit Periode n oder kurz n-periodisch,
falls f*(x) = x. Ein 1-periodischer Punkt wird auch Fixpunkt genannt. Die
Zahl n € N heit Primperiode von z, falls fi(x) # z firi = 1,...,n — 1
und f"(z) = x. Der Vorwirtsorbit O;{(ﬂv) = {z, f(x),..., " L(x)} eines n-
periodischen Punktes x heifit periodischer Orbit. Ferner definieren wir die
Mengen
Per, (f) := {x € X| z ist n-periodischer Punkt von f},
Fix(f) := Peri(f),

Per(f) := U Per,,(f).

Ist x € X\ Per(f) und existiert ein m € N mit f™(x) € Per(f), so heift x
schlieBlich periodischer Punkt von f mit Pridperiode m.

Neben einzelnen Punkten wollen wir auch Teilmengen des Zustandsraums
bzgl. der Dynamik des Systems charakterisieren.

1.1.5 Definition (Vorwirts- und riickwértsinvariante Mengen):
Eine Menge A C X heifit

(1) (f-)vorwiértsinvariant, falls f(A) C A.

(2) (f-)riickwértsinvariant, falls f~1(A) C A.

(3) total invariant (bzgl. f), falls A vorwirts- und riickwértsinvariant ist.
A heiBt strikt vorwiérts- (bzw. riickwérts-) invariant, falls f(A) = A

bzw. f~1(A) = A gilt.

1.1.6 Satz und Definition (w-Grenzmenge):
Fiir jedes x € X definieren wir die w-Grenzmenge von x durch

wia, )= () a(J1rH@)}). (1.1)

n€eNp k>n

1.1.7 Lemma (Eigenschaften der w-Grenzmenge):

w(x, f) ist eine abgeschlossene vorwirtsinvariante Menge. Ist (X,d) ein me-
trischer Raum, so ist w(x, f) die Menge der Hiufungswerte der Trajektorie
(f™@))nen,- Ist (X,d) kompakt, so ist w(x, f) zudem nichtleer und kompakt.

Beweis:
Als Schnitt abgeschlossener Mengen ist w(zx, f) abgeschlossen. Ferner gilt unter
Verwendung der Stetigkeit von f:

et n) = (N a(Uirt@r) e N a(Uirer).
ne€Ng k>n n€Ng k>n
Da die Mengenfolge My, := >, {f k(z)} fallend im Sinne der Mengeninklusion

ist, gilt weiter:

S me N a(Uir@y) = N a(UiF@)) = v h).

n€Ng k>n ne€Ng k>n
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Damit ist die Vorwértsinvarianz von w(zx, f) gezeigt. Ist (X,d) ein metrischer
Raum, so gelten folgende Aquivalenzen:

zew(x, f) & VnGNO:ZECl(U{fk(x)}).
k>n
& VYneNg:Ve>0:3k, >n:d(ff(x),2) <e.

& z ist ein Haufungswert von (f™(2))nen, -

Also ist w(z, f) die Menge der Haufungswerte von (f™(z))nen,- Ist (X, d) kom-
pakt, so existiert nach Satz A.1.34 (b) mindestens ein Hiufungswert, also gilt
w(z, f) # 0. Als abgeschlossene Teilmenge eines kompakten metrischen Raums
ist w(z, f) nach Satz A.1.22 (c) dann auch kompakt. O

1.1.8 Definition (Topologische Mischungseigenschaften):
Die Abbildung f heif3t

(1) topologisch transitiv, falls fiir jedes Paar (U, V') nichtleerer offener Teil-
mengen von X ein n € Ny mit f*(U) NV # () existiert.

(2) topologisch mischend, falls fiir jedes Paar (U,V) nichtleerer offener
Teilmengen von X ein N € N existiert, so dass f™"(U) NV # ( fiir alle
n > N gilt.

(3) topologisch exakt, falls fiir jede nichtleere offene Teilmenge U von X
einn € N mit f"(U) = X existiert.

1.1.9 Bemerkung:
Es gelten offensichtlich folgende Implikationen:

topologisch exakt“ = ,topologisch mischend“ = ,topologisch transitiv*.

Ferner ist jede topologisch transitive Abbildung auf einem kompakten metri-
schen Raum surjektiv. Andernfalls wire ndmlich V' = X\ f(X) offen und nicht-
leer. Dies ist ein Widerspruch, da f™(X) NV = ( fiir alle n € N.

1.1.10 Satz (Charakterisierung topologischer Transitivitiit):
Es sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(a) f ist topologisch transitiv.

(b) Fiir jedes Paar (U,V') nichtleerer offener Teilmengen von X und jedes
N € Ny existiert ein n > N, so dass f*(U) NV # ().

(c) Es existiert ein Punkt z € X mit w(z, f) = X.
Beweis:

(a) = (c): Sei f topologisch transitiv. Dann ist offensichtlich fiir jede nichtleere
offene Menge V C X die folgende Menge offen und dicht in X:

K(V):={zeX|IneNy: f"(x)eV}= |J ).
n€Ng
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Nach Satz A.1.38 existiert eine abzéhlbare Basis {Vj }xen der Topologie von X
und der Durchschnitt

K=) [ KE( (V)

keN NeNg

liegt dicht in X. Insbesondere ist K nichtleer und fiir jedes z € K gilt:
VEEN: VNeNyg: IneNy: V() eV

Also trifft die Trajektorie von z jede der Basismengen V. unendlich oft. Folglich
gilt w(zx, f) = X.

(¢) = (b): Sei x € X mit w(x, f) = X gegeben. U,V C X seien nichtleere
offene Mengen und N € Ny beliebig. Dann existieren n,m € N mit n > m und
n—m > N, so dass f"(x) € U und f"(z) € V. Daher gilt f*~™U)NV # ),
denn f™(x) € U und f*™(f™(z)) = f"(x) € V.

Die Implikation ,,(b) = (a)“ ist trivial. Damit ist der Beweis vollstandig. O

1.1.11 Bemerkung;:

Aus w(z, f) = X folgt, dass der Vorwirtsorbit von = dicht in X liegt. Die
Umkehrung gilt nur, falls X keine isolierten Punkte besitzt. Ist z. B. X = {0,1}
mit der diskreten Metrik, und f : X — X gegeben durch f(0) = f(1) = 0, so
folgt O}L(l) = cl(O}r(l)) = X, aber w(z, f) = {0}.

1.1.12 Definition (Nichtwandernde Menge):

Ein Punkt x € X heifit wandernd, falls eine offene Umgebung V von x exi-
stiert, so dass V. N f"(V) = 0 fiir alle n € N. Andernfalls heiit x nicht-
wandernd. Die Menge der nichtwandernden Punkte von f, die wir auch die
nichtwandernde Menge von f nennen, werde mit (f) bezeichnet.

1.1.13 Lemma (Eigenschaften der nichtwandernden Menge):
Es sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum. Dann gilt:

(a) Q(f) enthélt alle w-Grenzmengen von f.

(b) Q(f) ist nichtleer, kompakt und vorwiértsinvariant.
c) Ist f topologisch transitiv, so gilt Q(f) = X.

(d)

d) Ist (xn)nen eine Folge in X mit f(x,41) = x, fiir allen € N, so liegt jeder

Héufungswert von (,)nen in Q(f).

Beweis:

(a) Sei z € X beliebig und y € w(x, f). Dann gilt y = lim, o f™"(x) fiir
eine streng monoton wachsende Folge (my,)nen natiirlicher Zahlen. Fiir
jede offene Umgebung U von y gilt dann f™»(z) € U fiir alle hinreichend
grofen n € N, und damit U N f™+1="n () £ (). Es folgt w(z, f) C Q(f).

(b) Da jede w-Grenzmenge nach Lemma 1.1.7 nichtleer ist, gilt nach (a)
Q(f) # 0. Offensichtlich ist die Menge der wandernden Punkte offen
in X und damit Q(f) abgeschlossen, also kompakt. Sei x € Q(f) und V
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eine offene Umgebung von f(x). Dann ist f~!(V) eine offene Umgebung
von z und folglich existiert ein n € N mit f*(f~1(V)) N f~4(V) # 0.
Daraus folgt f™(V)NV # 0. Also ist Q(f) vorwiirtsinvariant.

(c¢) Ist f topologisch transitiv, so existiert zu jeder nichtleeren offenen Menge
UcCXeinneNmit ff(U)NU # 0, also gilt Q(f) = X.

(d) Sei z € X ein Haufungswert der Folge (xy,)nen. Dann existiert eine
streng monoton wachsende Folge (my,)nen natiirlicher Zahlen, so dass

z = limy o0 Tm,, gilt. Sei U eine offene Umgebung von z. Dann existiert

ein ng € N mit x,,, € U fiir alle n > ng. Es folgt ,,, = f™ """ ()
(fiir alle n > ng), also z,, € U N fm+17m=(U). Daher gilt z € Q(f).

O

1.2 Topologische Konjugation

In der Topologie gelten zwei Rdume X und Y als &quivalent, wenn es einen
Homéomorphismus h : X — Y gibt. Auf diesem Aquivalenzbegriff beruht auch
der Begriff der topologischen Konjugation, mit dem sich die Aquivalenz zweier
Systeme in der topologischen Dynamik beschreiben ldsst:

1.2.1 Definition (Topologische Konjugation):
Es seien X,Y topologische Rdume und f : X — X, g:Y — Y stetige Abbil-
dungen. Existiert dann ein Homéomorphismus h : X — Y mit der Eigenschaft

hof=goh, (1.2)

so nennen wir f und g topologisch konjugiert. Wird die obige Identitit nur
von einer stetigen Surjektion h erfiillt, so sagen wir, f ist zu g semikonjugiert.
Die Abbildung h nennen wir eine (Semi)Konjugation von f nach g. Die
Gleichung (1.2) ldsst sich auch durch das folgende kommutative Diagramm
veranschaulichen:

1.2.2 Bemerkung:

Wie man leicht mittels vollstindiger Induktion zeigt, folgt aus der to-
pologischen (Semi)Konjugiertheit zweier Abbildungen f und ¢ durch eine
(Semi)Konjugation h, dass fiir jedes n € N auch die n-ten Iterierten f™ und
g" durch h (semi)konjugiert sind. Damit ist klar, dass A Orbits von f auf Or-
bits von g abbildet. Im Falle einer topologischen Konjugation schreibt man die
Identitdt (1.2) oft auch in der Form

f=htogoh oder g=hofoh !
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1.2.3 Beispiel:
Wir wollen die auf dem Einheitsintervall [0, 1] definierten Abbildungen

- { 2, B2} -0

als topologisch konjugiert nachweisen. Um dies zu tun, geben wir eine Konju-
gation h (von f nach g) explizit an:
h(z) = sin*(Zz), h:[0,1] — [0,1].

Dass es sich bei der so definierten Abbildung h um einen Homdomorphismus
handelt, zeigt man am einfachsten, indem man nachrechnet, dass die durch
T %arcsin Vx definierte stetige Funktion invers zu h ist. Die Giiltigkeit der
Konjugationsidentitét (1.2) ergibt sich aus der folgenden Rechnung.

[ sin*(m2) fiir z € [0, 3]
h(f(z)) = { sin?(r — nz) fiir z € [%j] } '

Aufgrund der Eigenschaft sin(m — x) = sin(z) der Sinusfunktion folgt:

h(f(z)) = sin®(rz) = [2sin(Zz) cos(Ex)]* = 4sin’(Zx) cos?(5x)

2
= 4sin®(Zz)(1 — sin®*(32)) = 4h(z)(1 — h(z)) = g(h(z)).

Damit sind f und g als topologisch konjugiert nachgewiesen. Die folgende

Grafik stellt die Graphen von f, g und h dar.? O
1 T —
09 7 1

g .7
08 , |
/
. .
07h , |
7/
,
/
06t , J
h 7
y
05F ,/ B
/
/
04r // -
7/
7/
0.3F // -
7/
/
0.2 // 4
01f e ]
0 -7 - L L L L L L L L

Abbildung 1.1: Graphen der Funktionen f, g und h.

2Die Abbildung f wird auch als Zeltabbildung und die Abbildung g als logistische Abbildung
bezeichnet. Beide Abbildungen sind Beispiele fiir sog. chaotische Systeme.
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Man kann sogar zeigen, dass es sich bei der angegebenen Abbildung h im obi-
gen Beispiel um die einzige Konjugation der Abbildungen f und ¢ handelt.
Dass i. A. Konjugationen jedoch nicht eindeutig bestimmt sind, siecht man am
deutlichsten am Beispiel der Identitdt idx : X — X eines beliebigen Raumes
X. Diese ist ndmlich durch jeden Homéomorphismus h : X — X zu sich selbst
konjugiert. Das folgende Beispiel zeigt, dass semikonjugierte Abbildungen nicht
konjugiert sein miissen.

1.2.4 Beispiel:
Wir betrachten die Abbildungen

2, f:8' = s
g(CC) = 2$2 - 1’ g: [_151] - [_151]

Dass f und g nicht topologisch konjugiert sind, folgt bereits daraus, dass die
Réume S und [0, 1] nicht homomorph sind. [0,1] ist némlich einfach zusam-
menhiingend, S aber nicht. Da einfacher Zusammenhang unter Homéomorphie
erhalten bleibt, kann also kein konjugierender Homdomorphismus existieren. Es
ist jedoch f zu g semikonjugiert mittels

h(z) = Re(z), h:S'— [-1,1].

Als Projektion auf die erste Koordinate ist h offensichtlich stetig. Da —1,1 € ST,
ist h nach dem Zwischenwertsatz auch surjektiv, und schliellich gilt fiir alle
r+iy € St (d h. 22 +y?=1):

h(f(z +iy)) = Re((z +iy)*) = 2” —y* = 2® — (1 - 2?)
= 222 — 1 =2Re(z + iy)? — 1 = g(h(z + iy)).

1.2.5 Bemerkungen:

e Dass es sich bei dem Begriff der topologischen Konjugation um ein sinnvol-
les mathematisches Aquivalenzkonzept, d. h. um eine Aquivalenzrelation,
handelt, ist klar: Jede stetige Abbildung f : X — X ist mittels der Identitét
zu sich selbst topologisch konjugiert (Reflexivitit). Aus ho f = g o h folgt
h='og= foh™! (Symmetrie). Gelten fiir zwei Homoomorphismen hy, hs
und drei stetige Selbstabbildungen f1, fa, f3 die Konjugationsidentitéiten
hl Of1 = fQOhl und h20f2 = fgohg, SO fOlgt (h20h1)0f1 = fgo(hgohl)

(Transitivitét).

e Da Konjugationen Orbits homéomorph auf Orbits abbilden, ergeben sich
sofort eine Reihe von Invarianten, die unter Konjugation erhalten blei-
ben, wie etwa die Anzahl der periodischen Punkte einer fester Periode,
oder die Anzahl der schliefllich periodischen Punkte mit fester Priperiode.
Uberhaupt stimmen topologisch konjugierte Abbildungen in allen dynami-
schen Eigenschaften, die sich topologisch beschreiben lassen, iiberein. Dazu
gehoren etwa die in Definition 1.1.8 eingefiihrten topologischen Mischungs-
eigenschaften, oder die topologischen Eigenschaften der Mengen Per(f) und



1.2 Topologische Konjugation 15

Q(f). Aus diesem Grund wird die topologische Konjugation oft als Hilfsmit-
tel eingesetzt, um dynamische Eigenschaften eines Systems nachzuweisen,
die fiir ein konjugiertes System bereits bekannt sind. So lésst sich z. B. die
topologische Transitivitéit der Zeltabbildung (die wir an dieser Stelle nicht
nachweisen wollen) aus Beispiel 1.2.3 leichter auf direktem Wege zeigen als
die der logistischen Abbildung.

e Im Falle einer Semikonjugation h von f nach g iibertragen sich dynami-
sche Eigenschaften von f auf ¢ aber i. A. nicht umgekehrt. Ist z. B. z
ein Fixpunkt von f, so gilt g(h(z)) = h(f(x)) = h(z), also ist h(x) ein
Fixpunkt von g¢. Ist umgekehrt y = h(z) ein Fixpunkt von g, so folgt
f(x) € h=1(h(z)), aber nicht notwendigerweise f(x) = x. In Beispiel 1.2.4
etwa gilt fiir die semikonjugierten Abbildungen f und g:

#Fix(f) = #{1} =1 # 2 = #{—3,1} = #Fix(g).






Kapitel 2

Funktionenrdume und
Homdbomorphismengruppen

In diesem Kapitel geht es darum, eine Topologie fiir Rdume stetiger Funktio-
nen und speziell fiir Gruppen von Homdomorphismen einzufiihren. Dies dient
dem Zweck, Stetigkeit von Operatoren bzw. Konvergenz von Funktionenfolgen
beschreiben zu kénnen.

2.1 Topologische und metrische Funktionenriaume

Fiir die Menge aller Abbildungen von einer Menge X in eine Menge Y fiihren
wir die Notation Y ein. Sind X und Y topologische Riume, so bezeichnen wir
die Menge der stetigen Abbildungen von X nach Y mit C(X,Y’). Die Teilmenge
der Homoomorphismen h : X — Y soll mit H(X,Y) bezeichnet werden. Statt
C(X,X) bzw. H(X, X) schreiben wir auch kurz C(X) bzw. H(X).

Fiir beliebige Teilmengen A C X und B C Y von topologischen Rdumen X,Y
definieren wir

[A,B] = {f e Y¥| f(A) C B}.
Unter Verwendung dieser Notation fiihren wir nun eine Topologie auf Y¥ ein.

2.1.1 Definition (Kompakt-offene Topologie):
Es seien (X,7Tx) und (Y,7y) topologische Rdume. Dann bezeichnen wir mit
Tco = Too(YX) die von der Subbasis

Sco = {[K,U]| K C X kompakt und U € Ty}

erzeugte Topologie. Diese triagt den Namen kompakt-offene Topologie. Da-
bei ist die Konvention [),U] = YX, [K,0] = 0 fiir alle offenen Mengen U C X
und nichtleeren kompakten Mengen K C Y zu beachten.

2.1.2 Satz (Eigenschaften der kompakt-offenen Topologie):
Es seien (X, 7x) und (Y, 7y) topologische Rdume. Dann gilt:

17
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(a) (YX,Tco) ist hausdorffsch genau dann, wenn Y hausdorffsch ist
(vgl. [Dgy 66, Theorem 1.3, S. 258]).

(b) Ist X lokal kompakt, so erfiillt (C(X,Y),7co) das zweite Abzéhlbar-
keitsaxiom, wenn X und Y das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillen
(vgl. [Dgy 66, Theorem 5.2, S. 265]).

(¢c) X sei hausdorffsch und Sy sei eine Subbasis der Topologie Ty. Dann
bilden die Mengen der Form [K,U]| mit K C X kompakt und U € Sy eine
Subbasis von (C(X,Y),7co) (vgl. [Dck 91, Satz 11.1, S. 158]).

Fiir jedes Paar (X,Y) von topologischen Riumen definieren wir die Auswer-
tungsabbildung

EX)Y : X x C(X,Y) — Y, 6X7y(.%',f) = f(m)

Zu jeder stetigen Abbildung f : X XY — Z definieren wir die zu f adjungierte
Abbildung

f:Y—>C(X,Z)7 f(y) X = Z, v f(z,y).

2.1.3 Satz (Stetige Operatoren):
Es seien X,Y, Z Hausdorflrdume. Stattet man alle Abbildungsrdume mit der
kompakt-offenen Topologie aus, so gilt:

(a) Ist X lokal kompakt, so ist exy : X x C(X,Y) — Y stetig (vgl. [Mnk 75,
Theorem 5.3, S. 287]).

(b) Ist f : X x Y — Z stetig, dann auch f : Y — C(X,Z) (vgl. [Hat 02,
Prop. A.14, S. 530]).

(¢) Sindg:Z — X und h:Y — Z stetig, so auch die Operatoren
CX,)Y)—=C(Z)Y),fr fog und C(X,Y)—C(X,Z),f— hof
(vgl. [Dgy 66, Theorem 2.1, S. 259]).
(d) IstY lokal kompakt, so ist die Komposition
CX,Y)xC(Y,2) = C(X,Z), (f,9)—gol,

stetig (vgl. [Dgy 66, Theorem 2.2, S. 259)).
(e) Ist X lokal kompakt, so ist die Abbildung

C(X xY,Z) = C(Y.C(X,Z)), [ ],
bijektiv (vgl. [Hat 02, Prop. A.16, S. 531]).

Der folgende Satz charakterisiert die Zusammenhangskomponenten von Funk-
tionenrdumen.
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2.1.4 Satz (Zusammenhangskomponenten):

(a)

(b)

Sind X,Y Hausdorflrdume und X lokal kompakt, so sind die Homoto-
pieklassen einer beliebigen Teilmenge F C C(X,Y') genau die Wegzusam-
menhangskomponenten von (F,Tco).

Sind X und Y triangulierbare Rdume, so sind die Homotopieklassen von
C(X,Y) offen und abgeschlossen in (C(X,Y),7co) und damit identisch
mit den Zusammenhangskomponenten.

Beweis:

(a)

Es reicht zu zeigen, dass zwei Abbildungen f,g € F genau dann homotop
sind, wenn man sie durch einen Weg miteinander verbinden kann. Nach
Satz 2.1.3 (e) entsprechen sich die Homotopien H : X x I — Y und die
Wege ¢ : I — C(X,Y) umkehrbar eindeutig durch die Abbildung H — H.
Verlauft eine Homotopie H in F, so auch der zugehtrige Weg H und
umgekehrt. Damit ist die Aussage bewiesen.

Nach Voraussetzung existieren Simplizialkomplexe Ky und Ky und
Homoéomorphismen hy : |[Kx| — X, hy : |[Ky| — Y. Zwei stetige Ab-
bildungen f,g : X — Y sind offensichtlich genau dann homotop, wenn
hylofohx : |Kx| — |Ky|und hytogohy : |Kx| — |Ky| homotop sind.
Also kénnen wir X = |Kx|, Y = |Ky| annehmen:

Es sei f : |Kx| — |Ky]| stetig. Aus Satz A.3.16 folgt, dass durch
U = {f Y (Stx, (y))| y € Ky Ecke} eine offene Uberdeckung von |Kx|
gegeben ist. Nach Satz A.3.11 ist es moglich, ein ¢ € N zu finden, so
dass zu jeder Ecke z € Kgg) der abgeschlossene Eckenstern cl(Stx, (z))
ganz in einer der Mengen U, € U, U, = f~(Stg, (y2)), liegt.! Da jeder
Simplizialkomplex nur endlich viele Ecken besitzt, ist

W(f) = N [cl(Strx (7)), Stry (Ya)]

$EK§?) , dim(z)=0

als Schnitt endlich vieler Subbasiselemente eine offene Umgebung von f in
der kompakt-offenen Topologie. Jedes g € W(f) besitzt nach Konstruk-
tion eine simpliziale Approximation ¢ : Kg?) — Ky, die zugleich auch eine
simpliziale Approximation von f ist.? (Diese ist eindeutig bestimmt durch
die Zuordnung x — y,.) Also gilt nach Satz A.3.13 g ~ |p| ~ f. Folglich
ist jede Homotopieklasse offen und auch abgeschlossen als Komplement
der anderen Homotopieklassen. Da die Homotopieklassen nach (a) zudem
wegzusammenhéngend sind, folgt die Behauptung. O

2.1.5 Bemerkung:
Insbesondere sind nach [StZ 88, Bsp. 3.1.9, S. 73] alle kompakten differenzier-
baren Mannigfaltigkeiten triangulierbar.

'Fiir ein genaueres Argument sei auf [StZ 88, Hilfssatz 3.2.9, S. 82] verwiesen.
*Hier verweisen wir fiir ein genaueres Argument auf [StZ 88, Satz 3.2.7, S. 82].
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Nun soll die Frage nach der Metrisierbarkeit von (C(X,Y"),Z7co) beantwortet
werden.

2.1.6 Satz und Definition (Supremumsmetrik):
Ist X ein kompakter Raum und (Y, d) ein metrischer Raum, so wird durch

Alf,9) = supd(f(x),9(z)), A:CXY)x C(X,Y) — Ry,
Te
eine Metrik auf C(X,Y) erkldrt. Ist (Y,d) vollstindig, so auch (C(X,Y),A).
Wir nennen A die (von d induzierte) Supremumsmetrik. Die von A indu-
zierte Topologie Ta stimmt mit Toco(C(X,Y)) tiberein.

Beweis:

Die Abbildung = — d(f(z),g(x)), X — R{, ist als Hintereinanderschaltung
der stetigen Abbildungen z +— (f(z),g(7)), X =Y xY,undd:Y xY — R}
stetig. Also nimmt sie auf dem kompakten Raum X nach Satz A.1.24 sogar ein
Maximum an. Folglich ist A wohldefiniert. A ist positiv-definit, denn es gilt:

f=geVeeX: f(zr)=gx)eVee X d(f(z),g9(x)) =0
& A(f,9) = sup d(f(z), g(x)) =0.

Die Symmetrie von A folgt unmittelbar aus der von d. Ferner gilt fiir beliebige
fyg,h € C(X,Y) die Dreiecksungleichung:

A(f,g) = supd(f(z),g(x)) < sup [d(f(z), h(z)) + d(h(z), g(z))]

zeX zeX
< sup d(f(z),h(z)) + sup d(h(z),g(x)) = A(f, h) + A(h, g).

Also ist A eine Metrik. Nun sei (Y, d) vollstindig. Ist (f,)neny C C(X,Y) eine
Cauchy-Folge, so gilt:

Ve >0:3IN eN:Vn,m> N :Va € X : d(fn(z), fm(x)) <e.

Also konvergiert ( f,,)nen gleichméBig gegen die aufgrund der Vollsténdigkeit von
(Y, d) punktweise wohldefinierte Grenzfunktion f(z) := lim, o fn(x). Aus der
gleichméBigen Konvergenz folgt f € C(X,Y). Damit ist die Vollsténdigkeit von
(C(X,Y),A) bewiesen.

Nun zeigen wir, dass 7co und 7 iibereinstimmen:

Tco C Ta: Es reicht zu zeigen, dass die Subbasiselemente [K, U] offen bzgl. der
Metrik A sind. Es sei also f € [K, U] gegeben, d. h. f(K) C U. Falls U =Y
ist [K,U] =C(X,Y) trivialerweise offen. Also kénnen wir Y\U # () annehmen.
Wir definieren

e := inf{d(f(z),y)| (z,y) € K x (Y\U)}.

Es ist also € der Abstand von f(K) zum Komplement von U in Y. Dieser
ist positiv, denn andernfalls wiirde es eine Punktfolge (y,)nen in f(K) geben,
die gegen einen Randpunkt von U konvergiert. Da f(K) kompakt ist, liegt
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dieser Randpunkt in f(K). Da U offen ist, liegt er jedoch nicht in U. Das ist
ein Widerspruch zu f(K) C U. Es sei A(g, f) < e. Dann gilt insbesondere
d(g(x), f(x)) < ¢ fiir alle x € K. Mit der Dreiecksungleichung nach unten gilt
dann fiir jedes y € Y\U und z € K:

d(y,g(x)) > d(y, f(x)) —d(f(x),g9(x)) >e—e=0.

Daraus folgt g(K) C U, also g € [K,U].

Tan C Tco: Essei A C C(X,Y) offen bzgl. A und f € A beliebig. Es reicht
zu zeigen, dass die Menge A eine Umgebung von f in (C(X,Y),Z¢co) ist. Dazu
werden wir nachweisen, dass es ein endliches System {Kj;};c; von kompakten
Mengen K; C X gibt, und ein System {U;};c; von offenen Mengen U; C Y, so
dass der Schnitt (), ; [/, U;] f enthélt und ganz in A liegt. Zunéchst wihlen wir
e > 0 so, dass B(f,e) C A. Zu jedem Punkt z € X betrachten wir das Urbild
von B(f(x),5) unter f. Dieses Urbild ist eine Umgebung von z und enthélt
deshalb auch eine kompakte Umgebung K, von x. Die kompakte Uberdeckung
{K,}zex von X enthélt eine endliche Teiliiberdeckung { K }ics. Fiir jedesi € T
definieren wir U; als die offene £-Umgebung von f(K;). Dadurch ergibt sich,
dass der Durchmesser diam U; hochstens gleich 2£ +2¢£ ist. Sei g € (¢, [Ki, Ui].
Zujedem z € X gibt esdanneini € I mitx € K;. Dag € [K;, U], ist g(z) € U;.
Andererseits ist auch f(z) € U;. Also gilt A(f,g9) = maxgzex d(f(x),g(x)) <
2 < e. Folglich gilt g € B(f, ) und somit (,;[K;, U] C B(f,e) C A. O

2.1.7 Bemerkungen:

e Wie wir im Beweis von Satz 2.1.6 gesehen haben, konvergiert eine Funktio-
nenfolge (f,)nen in C(X,Y) genau dann gleichmiflig gegen eine Funktion
f:X =Y, wennsiein (C(X,Y),A) gegen f konvergiert. Deshalb wird 7
bzw. Tco(C(X,Y)) auch als Topologie der gleichmdiffigen Konvergenz (auf
Kompakta) bezeichnet.

e Fiir beliebige f,g € C(X,Y) und surjektives h € C(X) gilt wegen h(X) = X:

A(foh,goh)= esllll&) d(f(y),9(y)) = A(f,9). (2.1)

Diese Eigenschaft der Supremumsmetrik werden wir noch hiufig verwenden.

2.2 Homdéomorphismengruppen

In diesem Abschnitt wollen wir kliren, wann die Homdomorphismengruppe
eines Hausdorffraums — ausgestattet mit der kompakt-offenen Topologie — zu
einer topologischen oder sogar metrisierbaren Gruppe wird.

2.2.1 Satz (Homd&omorphismengruppen kompakter Riume):

Es sei X ein kompakter Hausdorffraum. Dann ist (H(X),7co) eine hausdorfl-
sche topologische Gruppe. Ist X metrisierbar mit einer Metrik d, so ist H(X)
vollstdndig metrisierbar durch die Metrik

AE(h k) = A(h, k) + AT ETY), AT H(X) x HX) — RS
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Beweis:

(H(X),Zco) ist als Teilraum von (XX, 7¢o) hausdorffsch nach Satz 2.1.2 (a).
Die Stetigkeit der Komposition ergibt sich aus Satz 2.1.3 (d). Um die Stetigkeit
der Inversion I : h — h~! nachweisen, reicht es zu zeigen, dass sie die Subbasis
Sco in sich abbildet. Es sei also K € X kompakt und U C X offen. Fiir
h € [K,U] gilt h(K) C U oder dquivalent dazu X\U C X\h(K). Da h ein
Homo6omorphismus ist, gilt X\h(K) = h(X\K). Also folgt X\U C h(X\K).
Dies ist #iquivalent zu h=1(X\U) C X\K, oder h=! € [X\U, X\K]. Um den
Beweis abzuschlieBen, miissen wir nur noch zeigen, dass X\U kompakt und
X\K offen ist. Beides folgt aus Satz A.1.22 (c), der besagt, dass Abgeschlos-
senheit und Kompaktheit in kompakten Hausdorffraumen &quivalent sind.
Nun sei d eine Metrik auf X. Dass durch A* eine Metrik auf H(X) definiert
wird, ist offensichtlich, wenn wir uns erinnern, dass A ein Metrik auf C(X) ist.
Wir wollen zeigen, dass die von AT induzierte Topologie die kompakt-offene
ist. Nach Satz 2.1.6 reicht es zu zeigen, dass die Abbildung

(H(X),A) = (H(X),A), @z,

ein Homdomorphismus ist. Seien dazu hg € H(X) und € > 0 beliebig vorgege-
ben. Aufgrund der Stetigkeit der Inversion existiert ein § > 0 so dass gilt:

A(hyho) <6 = AL hgt) < &.
Mit § := min{4, 5} folgt:
A(h ho) <8 = A*(hho) = A(h,ho) + A(h L hg) < S+ 5 =e.

Die Stetigkeit der Umkehrabbildung ist wegen A*(h, hg) > A(h, hg) offensicht-
lich. Um die Vollstindigkeit von (H(X), A*) nachzuweisen, sei eine Cauchy-
Folge (hy)nen vorgegeben. Dann konvergiert sowohl (A, )nen als auch (b, 1) nen
gleichméBig gegen eine stetige Grenzfunktion h bzw. k, denn es gilt:
Ay, hin) < A (hpy b)), A(h L b b < A% (hy, b)),

und wie wir bereits festgestellt haben, ist die gleichméflige Konvergenz einer
Funktionenfolge dquivalent zur Konvergenz bzgl. der Supremumsmetrik (siehe
Bemerkung 2.1.7). Nun ist leicht einzusehen, dass aus h,oh, ! = h toh, =idx
fiir alle n € N auch h o k = idy folgt, also h € H(X). Also ist (H(X),AT)
vollstandig. O

Wir kénnen (H(X), 7co) zwar auch durch A metrisieren, aber dieser Raum ist
i. A. nicht vollstindig. Betrachte dazu z. B. X = [0,1] und die Folge (hy,)nen,

Fiir jedes n € N ist h,, wie man anhand der Ableitung sieht, streng monoton
wachsend, und es gilt h,(0) = 0 und h,(1) = 1. Damit folgt h, € H(X).

N[00 =



2.2 Homéomorphismengruppen 23

(hn)nen ist eine Cauchy-Folge in (H([0,1]),A), denn fiir alle n,m > N (N € N
beliebig) gilt:

A(hp, b)) = max{ sup |(% L

—HE-AsbGE+d) <h—0
1

heo(z) = {

Offensichtlich gilt aber ho, ¢ H([0,1]). Also ist (H([0,1]), A) nicht vollstéindig.

2x fﬁrxﬁ%
1 fiirm>% ’

09F

08r

0.7

06F

05

04

03[

02r

01

Abbildung 2.1: hy,(z) fiir n = 1,2,4,8, c0.

Ist X nur lokal kompakt, so ist (H(X),7Zco) i. A. keine topologische Gruppe.
Es gilt jedoch folgender Satz, dessen Beweis sich in [Ars 46, Theorem 4] findet:

2.2.2 Satz (Homdomorphismengruppen lokal kompakter Riume):
Es sei X ein lokal kompakter und lokal zusammenhédngender Hausdorffraum.
Dann ist (H(X),Zco) eine hausdorffsche topologische Gruppe.

Zum Abschluss dieses Kapitels fithren wir die folgenden fiir Gruppen iiblichen
Bezeichnungen fiir Teilmengen von H(X) ein:

H ' ={n|heH}
hoG = {hog| g€ G},
Goh = {goh|geG}
HoG = {hog|he H,g € G},
HY = H(X), H"=HoH" ! fiir alle n € N.






Kapitel 3

Uberlagerungen

In diesem Kapitel wollen wir topologische und dynamische Eigenschaften von
Uberlagerungsabbildungen untersuchen. In den ersten drei Abschnitten werden
wir dabei insbesondere die Liftbarkeit stetiger Selbstabbildungen eines kompak-
ten Raums X zu Homéomorphismen einer ,,universellen Uberlagerung® X von
X charakterisieren, und die vollstindige Metrisierbarkeit von gewissen Funk-
tionenrdumen gelifteter Abbildungen nachweisen. Im vierten Abschnitt werden
wir die Dynamik spezieller Uberlagerungen, der sog. ezpandierenden Abbildun-
gen, detailliert studieren.

3.1 Normale Projektionen und Liftungen

Wir wollen in diesem Abschnitt das Konzept der normalen Uberlagerung (siehe
Definition A.2.37) verallgemeinern. Dazu fithren wir zun#chst einige Begriffe
ein.

3.1.1 Definition (Normale Projektion):

X sei ein lokal kompakter, lokal zusammenhéingender, und X ein kompakter
Hausdorffraum. Ferner sei 7 : X — X eine stetige, offene und surjektive Ab-
bildung. Dann definieren wir die Decktransformationsgruppe von 7 durch

I[,:=I:={y€ H(X)| 7 =Toy}.
Die Elemente von I' heilen Decktransformationen. w heiflt normale Pro-

jektion, falls Folgendes gilt:
(1) r operiert eigentlich diskontinuierlich auf X, d. h. zu jeder kompakten

Menge K C X existieren nur endlich viele Decktransformationen v € T’
mit y(K) N K # 0.
(2) T operiert transitiv auf den Fasern von m, d. h. fiir alle x € X und 1, %9 €
71 (z) existiert mindestens ein vy € I mit v(1) = 2.
Eine MengeNf( C f( mit 7(K) = X heift Fundamentalbereich von 7. Eine
Abbildung f € C(X) heift Liftung einer Abbildung f € C(X), falls for = mwo f

25
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gilt.! Ist dabei f ein Homdéomorphismus, so definieren wir:
T = H(X), v foyofh

3.1.2 Bemerkung:
Nach den Sétzen 2.2.2 und A.1.47 (a) ist I" als Untergruppe und Teilraum von
(H(X),7co) eine hausdorffsche topologische Gruppe.

3.1.3 Satz (Alternative Charakterisierung normaler Projektionen):
X sei ein lokal kompakter, lokal zusammenhéngender und X ein kompakter
Hausdorffraum. Ferner sei 7 : X — X eine Abbildung und T' sei die Gruppe
der HomGomorphismen ~y € 'H(X) mit m = wo~. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(a) 7 ist eine normale Projektion.

(b) T operiert eigentlich diskontinuierlich auf X und die Abbildung
¢: X/T - X, T&r n(&),
ist ein HomGomorphismus.

Das folgende kommutative Diagramm veranschaulicht die Bedeutung von .

X——X

k?"

X/r

Beweis:

(a) = (b): Sei 7: X — X eine normale Projektion. Seien #,7 € X Punkte mit
I't = I'y. Dann existiert ein v € I' mit § = (z). Daraus folgt 7(z) = 7(9).
Also ist ¢ wohldefiniert. Gilt umgekehrt 7(Z) = m(g), so existiert ein v € T’
mit v(Z) = g, da T' transitiv auf den Fasern von m operiert. Damit folgt
'z =T'y. Also ist ¢ injektiv. Aus der Surjektivitat von m und der offensichtlich
giiltigen Identitdt m = ¢ o prp, wobei prp die kanonische Projektion X - X/F
bezeichnet, folgt die Surjektivitéit von ¢, denn

p(X/T) = p(prp(prp ' (X/T))) = 7(X) = X.

Ferner folgt aus m = poprp und der Offenheit von 7 und prp auch die Stetigkeit
von ¢ und ¢~ !, denn fiir beliebige (und damit insbesondere fiir offene) Mengen
UcCX/Tund V C X gilt

p(U) = o(prp(prp ' (U))) = w(prp (V)
' (V) = prp(prp ' (¢~ 1(V))) = prp(n ' (V).

(b) = (a): Nun setzen wir voraus, dass ¢ ein Homéomorphismus ist und dass I'
eigentlich diskontinuierlich operiert. Dann ist 7 als Komposition von ¢ und prp
stetig, offen und surjektiv. Fiir beliebige Punkte #,7 € 7~ 1(2) gilt o(prp(2)) =
o(prp(g)) und da ¢ injektiv ist, folglich & = ~(g) fiir ein v € T'. Also operiert
I" transitiv auf den Fasern von 7, was zeigt, dass 7 eine normale Projektion ist.

0

Mit anderen Worten: 7 ist eine Semikonjugation von f nach f.



3.1 Normale Projektionen und Liftungen 27

3.1.4 Bemerkung:

Insbesondere ist nach Satz 3.1.3 jede kanonische Projektion prp : X - X/F
eine normale Projektion, falls X ein lokal zusammenhéngender, lokal kompakter
Hausdorffraum ist und falls T' eigentlich diskontinuierlich auf X operiert mit
kompaktem Orbitraum X /T'. Der Orbitraum ist dann auch hausdorffsch nach
[Thr 02, Prop. 8.2.2, S. 174].

3.1.5 Definition (Regulire/Singulire Werte, Isotropiegruppe):

Sei 7 : X — X eine normale Projektion. Ein Punkt € X heifit reguliirer
Wert von , falls x eine gleichméBig iiberlagerte Umgebung besitzt, d. h. eine
offene Umgebung U, so dass 7~ (U) die disjunkte Vereinigung offener Mengen
ist, die alle homéomorph auf U abgebildet werden. Andernfalls nennen wir x
einen singuliren Wert. Die Menge der singuldren Werte von m bezeichnen
wir mit ¥,. Ferner definieren wir fiir jedes & € X die Menge

Iz :={y el|~(&) =z}

Offensichtlich ist I'z eine Untergruppe von I, die Isotropiegruppe von .

3.1.6 Satz (Elementare Eigenschaften normaler Projektionen):
Sei m: X — X eine normale Projektion. Dann gilt:

(a) Die Menge %, der singuldren Werte ist kompakt.

(b) Ist x € X und #1,%9 € 7 !(x), so sind ', und 'z, endliche, zueinander
konjugierte Untergruppen von T'.

(c) m1(x) ist diskret fiir alle v € X.

(d) Es existiert ein kompakter Fundamentalbereich von 7.

Beweis:

(a) Die Menge der reguldren Werte ist offen in X, da eine gleichméfig iiberla-
gerte Umgebung U eines Punktes x € X zugleich eine gleichméfig iiber-
lagerte Umgebung aller Punkte z € U ist. Also ist das Komplement >,
abgeschlossen und damit kompakt nach Satz A.1.22 (c).

(b) Da I eigentlich diskontinuierlich auf X operiert, gibt es zu jedem # € X
nur endlich viele v € T" mit () = Z. Daher sind alle Isotropiegruppen
endlich. Ist 7 € T" eine Decktransformation mit v(Z;) = 9, so ist klar,
dass 'z, = yoI'z, oy~ ! gilt. Da T transitiv auf den Fasern von 7 operiert,
existiert stets ein solches v, falls Z1, %2 € 7~ 1(x).

(¢) Esseiz € X beliebig gew#hlt. Wir nehmen an, Z wére ein Hiufungspunkt
von 7~ 1(x). Da 7~ 1(z) abgeschlossen ist, gilt dann 7(%) = . Nun sei K
eine kompakte Umgebung von . Dann liegen unendlich viele Elemente
von 7 1(z) in K.DaTl eigentlich diskontinuierlich auf X operiert, liegen
aber nur endlich viele Translate von Z in K. Ist ¢ der Homdomorphismus
aus Satz 3.1.3, so folgt der Widerspruch

nH(z) = prpt (97 (2)) = prpt (07 (n(7))) = prp ! (PF) = T2

Also ist 71 (x) diskret.



28

Kapitel 3: Uberlagerungen

(d) Seien x € X und & € 7 !(x) beliebig gewiihlt. Dann existiert eine kom-

pakte Umgebung K3 von Z, die invariant unter I'; ist und disjunkt von al-
len Translaten (K ;) mit v ¢ I'z. Diese konstruiert man folgendermaflen:
Fiir eine beliebige kompakte Umgebung Ky von Z existieren nur endlich
viele 1, ..., vm € T\I'z mit 7;(Ko) N Ko # (. Da X hausdorffsch ist, fin-
den wir Umgebungen U; der Punkte +;(Z) und eine Umgebung Uy C K
von Z, so dass die Mengen Uy, Uy, ..., U, paarweise disjunkt sind. Nun
finden wir zu jedem i € {1,...,m} eine kompakte Umgebung V; C Uy
mit v;(V;) € U;. Sei I's = {Vm+1,--.,7n}. Dann finden wir zu jedem
i € {m+1,...,n} eine kompakte Umgebung V; C Up mit v;(V;) C ;L V;.
Definieren wir K := (), Vi, so ist K eine kompakte Umgebung von Z,
so dass die Menge

n

Kz =Ts(K)) = | v(E) = | w(E)
vel'z i=m-+1

disjunkt von allen Translaten mit Elementen v € I'\I'; ist. Nach Kon-
struktion ist Kz auch invariant unter I';.

Die Menge K, := m(K3) ist eine kompakte Umgebung von z (da 7 offen
und stetig ist) und 771 (K ) zerfillt in disjunkte kompakte Mengen v(Kz),
die surjektiv auf K, abgebildet werden. Da X kompakt ist, konnen wir
X mit endlich vielen der Umgebungen K, iiberdecken, etwa K., ..., K.
Wiéhlen wir aus 7~ 1(K,,) jeweils genau eine Komponente K; aus, so ist

i

K = Uézl K; kompakt und es gilt
_ l _ l
m(K) =) =] K, = X.
i=1 i=1

Also ist K ein kompakter Fundamentalbereich fiir 7. O

Folgender Satz stellt den Zusammenhang zwischen normalen Projektionen und
normalen Uberlagerungen her.

3.1.7 Satz (Normale Projektionen und normale Uberlagerungen):
Seien X und X wegzusammenhédngende und lokal wegzusammenhéngende
Hausdorffraume, X lokal kompakt und X kompakt. Dann gilt:

(a) Eine normale Uberlagerung = : X — X ist eine normale Projektion.

(b) Eine normale Projektion m : X — X ist eine normale Uberlagerung, falls

I' frei auf X operiert.

Beweis:

(a)

(b)

Als Uberlagerung ist 7 stetig, offen und surjektiv, und nach Satz A.2.37
operiert I' transitiv auf den Fasern von m. Nach Satz A.2.33 operiert I
auch eigentlich diskontinuierlich auf X.

Siehe [Thr 02, Prop. 8.2.2, S. 174]. O



3.1 Normale Projektionen und Liftungen 29

3.1.8 Satz (Liftungseigenschaften normaler Projektionen):
Es sei m: X — X eine normale Projektion. Dann gilt:

(a)

(b)
()

(d)

Ist fiir eine stetige Abbildung f 6~C(X) und einen Endomorphismus ¢ :
I' — T" die Identitét fo~y = (7)o f erfiillt, so ist f Liftung einer eindeutig
bestimmten stetigen Abbildung f € C(X).

Sind fi, fo € H(X) Liftungen von f1, fa € C(X), so ist f1 0 fy eine Liftung
von fi1 o fo, und es gilt (f1 0 fo)* = f{o f5.
FEin Homdéomorphismus f € H(X ) ist genau dann Liftung einer stetigen

Abbildung f € C(X), falls f* € End(T") und genau dann Liftung eines
Homdéomorphismus, falls f* € Aut(T").

Ist w die universelle Uberlagerung und f € C (X) eine Uberlagerung, so ist
jede Liftung f von f ein Homdomorphismus.

Beweis:

(a)

Wir definieren
f(n(&)) := n(f(Z)) fiir alle Z € X.

Da 7 surjektiv ist, ist damit f auf ganz X erklart. f ist auch wohldefiniert,
denn aus 7(Z) = 7(y) folgt die Existenz eines v € I mit § = (Z). Damit
ergibt sich

mo f(i) =mo foy(Z) =mop(y)o f(&) =mo f(i).

Fiir jede offene Menge U C X gilt aufgrund der Surjektivitéit von 7:

FHU) = a(@ (FHU) = n(fH 1)

Da 7 stetig und offen ist, ist damit auch f~1(U) offen. Also ist f stetig.
Die Eindeutigkeit von f ist offensichtlich.

Offensichtlich gilt f1 0 foom = 7o fi 0 fo und
(fiof) (V) = fiofaoro fyto fit = fio f3(v).
Sei f eine Liftung von f und v € I'. Dann gilt
nof=for=fomoy=mofon.
Also folgt m = mo foyo f~! und damit f*(y) = foyo f~! e . Fiir
beliebige 71,72 € I gilt

f*(%072):f~071072~0f_1~ i i i
= (fomof Ho(foyof )= f(n)of ().

Also ist f* ein Endomorphismus. Die Umkehrung folgt aus (a). Ist f €

H(X), so ist f_l eine Liftung von f~1, denn aus f om = mo f folgt
flom=mof~1 Esist (f~!)* offensichtlich invers zu f*. Ist umgekehrt



30 Kapitel 3: Uberlagerungen

f € H(X) ein Homéomorphismus mit f* € Aut(I'), so ist die durch
f(n(&)) := n(f(Z)) definierte Funktion f : X — X stetig, aber auch die
durch g(n(#)) := n(f~1(&)) definierte Funktion g : X — X. Folglich gilt:
goforwr = fogomw = mw. Aus der Surjektivitéit von 7 folgt gof = fog = idx.
Also ist f Liftung eines Homéomorphismus.

(d) Sind f und 7 Uberlagerungen, so auch f o : X — X. Wird némlich
U C X von f gleichméfig iiberlagert und sind Vi, ..., "V, die disjunkten
Blitter iiber U (da X kompakt ist, gibt es nur endlich viele), so existieren
von 7 gleichmiBig tiberlagerte Umgebungen W; C Vi, i = 1,...,n. Setze
U= Nizy f(W;) C U. Dann wird U von for gleichméBig uberlagert Sei
p=fom=mo f Dann ist auch p eine universelle Uberlagerung von X.
Da je zwei universelle Uberlagerungen nach Satz A.2.28 dquivalent sind,
gilt andererseits p = w o h fiir einen Homo6omorphismus h e H(X), also
moh = mof oder m = mo foh™!. Seinun # € X beliebig und § = f(h~1()).
Dann existiert eine Decktransformatlon v € T mit y(g) = 7. Es folgt
m=moy = mofoh toxyoder roy toh =mo f. Ferner gilt mit

Z=h"(v(§)):
fE) =f @) =g=~"oh(h ' (v(5))) =7 o h(2).

Nach dem Eindeutigkeitssatz A.2.21 fiir Liftungen folgt f=~"loh. Also
ist f ein Hom6omorphismus. 0

Nun wollen wir uns der Einfachheit halber auf den Fall normaler Projektionen

: M — M beschréinken, fiir die M eine einfach zusammenhéngende topo-
loglsche Mannigfaltigkeit ist. Dann ist natiirlich M als stetiges Bild von M
wegzusammenhéingend und nach Satz A.1.22 (b) metrisierbar. Im Allgemeinen
ist M keine (unberandete) topologische Mannigfaltigkeit. Jedoch besitzt jeder
Punkt in M eine Umgebung, die homéomorph zu einem Orbitraum U/G ist,
wobei U C R"™ offen und G eine endliche Gruppe ist, die auf U operiert. Dies
folgt daraus, dass M lokal homdomorph zum R" ist und dass nach dem Beweis
von Satz 3.1.6 (d) jeder Punkt in M eine Umgebung besitzt, die invariant unter
seiner Isotropiegruppe ist.

3.1.9 Beispiel:
Betrachte 7 : R — [—1, 1], w(z) = cos(2mz). Dann ist I' gegeben durch
I = {3 tnez mit 5, (z) =n+z.

Dass 7 = mo~F fiir alle n € Z gilt, folgt aus den Symmetrieeigenschaften
der Cosmusfunktlon. Gilt umgekehrt m = 7 o ~y fiir einen Hom6omorphismus
~v: R — R, so folgt

cos(2mx) = cos(2my(x)) fiir alle x € R.

Also gilt insbesondere 1 = cos(27y(0)), d. h no = 7(0) € Z. Wir betrachten
die Einschrénkung 7/}, 1= 7707|[0 : [0, 3] — [~1,1]. Da diese bijektiv ist, muss

(-1
auch 7. o 1) bijektiv sein; folghch gilt v([0, 2]) = [no, no + 3], falls ¥ monoton
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wiichst, und andernfalls v([0, 3]) = [ng — 4,n9]. Im monoton wachsenden Fall
folgt sofort

V() = (7T|[no7no+%])_1 om(z) =z +no fiirz€[0,1].

Andernfalls gilt

v(z) = (ﬂ][no_%m])fl om(z) =no—z fiir z € [0, 3].
Aufgrund der Symmetrien der Cosinusfunktion muss auch y(z) = x + ng
bzw. y(z) = ng — z auf ganz R gelten. Offensichtlich ist 7 offen und surjektiv
(Die Offenheit folgt z. B. daraus, dass f die Einschrinkung einer nichtkonstan-
ten holomorphen Funktion ist). Dass I' eigentlich diskontinuierlich auf R und
transitiv auf den Fasern von 7 operiert, ist leicht ersichtlich. %

3.1.10 Satz (Charakterisierung regulirer Werte):
Ein Punkt x € M ist genau dann ein reguldrer Wert, wenn fiir einen und damit
fiir alle & € 7~ 1(x) die Isotropiegruppe 'z trivial ist.

Beweis:

Sei € M reguldr und & € 7 !(z) beliebig. Dann existieren offene Umgebun-
gen U von z und V von Z, so dass w|y: V — U ein Homdomorphismus ist.
Sei v € I'z beliebig gew#hlt. Angenommen () # g fiir ein g € V, das nahe
genug bei Z liegt, so dass v(g) € V gilt. Dann wiirde 7(g) = w(y(9)) gelten
im Widerspruch zur Injektivitdat von m|y. Also stimmt jedes v € I'z in einer
kleinen Umgebung von # mit der Identitdt iiberein. Nach [Thr 02, S. 303] ist
jeder Homdomorphismus einer Mannigfaltigkeit, der von endlicher Ordnung ist,
bereits die Identitét, wenn er auf einer nichtleeren offenen Menge mit der Iden-
titédt iibereinstimmt. Da jedes v € I'; als Element einer endlichen Untergruppe
von endlicher Ordnung ist, folgt I'z = {id}.

Nun sei umgekehrt I'; als trivial vorausgesetzt. Nach Satz 3.1.6 sind dann die
Isotropiegruppen aller Punkte in 7—!(z) trivial. Damit ist klar, dass 7 bei je-
dem dieser Punkte lokal injektiv und wegen der Offenheit folglich ein lokaler
Homdomorphismus ist. Da I' eigentlich diskontinuierlich auf M operiert, kann
man eine offene Umgebung V' von Z wihlen, die disjunkt von allen ihren Trans-
laten ist, also V N ~(V) = 0 fiir alle v # id. Dann gilt fiir jedes v € T' und
~v # id auch

WIV)NY (V) =+ (V)NV) =0.

Also sind die Mengen v(V'), v € T, offene Umgebungen der Punkte aus 7~ !(z),
die alle das gleiche hom6éomorphe Bild unter m haben. Damit ist gezeigt, dass
x eine gleichméfig iberlagerte Umgebung besitzt. U

3.1.11 Bemerkungen:

e Im Beweis von [Thr 02, Prop. 13.2.1, S. 302] wird die Giiltigkeit der folgen-
den allgemeineren Aussage nachgewiesen: Jeder Punkt x € M besitzt eine
offene zusammenhingende Umgebung U, deren Urbild in disjunkte offene
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Mengen V; zerféllt, und die Einschréinkung von 7 auf jede dieser Mengen
V; ist bis auf einen Homéomorphismus die Projektion V; — V;/T'z., wobei
Z; das Urbild von z in V; bezeichnet.

e Die normale Projektion 7 : M — M induziert auf M die Struktur einer
sog. Orbifaltigkeit.? (siche Definition A.5.4 und Satz A.5.5). Der Raum M
kann eine topologische Mannigfaltigkeit sein, falls etwa die Gruppen I'; alle
frei operieren, aber er kann z. B. auch eine topologische Mannigfaltigkeit
mit Rand sein, wie wir in Beispiel 3.1.9 gesehen haben.

3.1.12 Vereinbarung:
Der Einfachheit halber sei ab jetzt stets vorausgesetzt, dass X, endlich ist.

Der folgende Satz charakterisiert diejenigen Abbildungen, die sich zu
Homdoomorphismen liften lassen. Er besagt, dass die lokale Liftbarkeit bereits
ausreicht, um die globale Liftbarkeit zu garantieren.

3.1.13 Satz (Liftbarkeitskriterium):

Sei f: M — M stetig. Ferner besitze jeder Punkt y € M eine offene zusam-
menhéngende Umgebung Uy, so dass f~1(U,) in Zusammenhangskomponenten
Vi, ...,V zerfillt, wobei f~'(y) N'V; = {x;}, fiir die folgendes gilt: Fiir einen
beliebigen Punkt & € w—(z;) (und damit fiir alle) existiert eine Umgebung V
von & und ein Homomorphismus 1 : V — U auf eine offene Menge U C M
mit 7~ (y) NU = {§}, so dass folgendes Diagramm kommutiert:

h

1
——

3
— <R

—
3
—~
w
—_
~—

S
S

—_—
f
Dann ist f zu einem Homdomorphismus f : M — M liftbar.

3.1.14 Bemerkungen:

e Trivialerweise gilt auch die Umkehrung des Satzes. Ist ndmlich ji € H(M)
eine Liftung von f, so kann man ¢ stets als Einschrankung von f wéhlen.

e Insbesondere gilt fiir eine liftbare Abbildung: Ist y € M\X, und f~!(y) C
M\X, so besitzt y eine von f gleichméBig iiberlagerte Umgebung.

Beweis von Satz 3.1.13:

Um zu zeigen, dass f eine stetige Liftung f : M — M besitzt, wollen wir Satz
A.5.8 anwenden. Dazu bemerken wir zunichst, dass 7 : M — M die Rolle
einer universellen Uberlagerung spielt, wenn wir M mit der von der Projek-
tion M — M/T = M induzierten Orbifaltigkeitsstruktur versehen (siche dazu
[Thr 02], S. 302-303). Nun miissen wir zeigen, dass f on : M — M eine Orbi-
faltigkeitsiiberlagerung ist. Dazu seien y € M und § € 7~ !(y) beliebig gewihlt.

2engl.: ,,orbifold“, abgeleitet von ,,manifold“.
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Dann existieren offene zusammenhingende Umgebungen U von y und U von
7, so dass U homdomorph zu U/Fg ist. Nach Voraussetzung kénnen wir U
klein genug wihlen, dass jede Komponente V von (f o m)~Y(U) homéomorph
zu U = U/{id} ist. Daher ist f o7 eine Orbifaltigkeitsiiberlagerung im Sinne
von Definition A.5.7. Nach Satz A.5.8 existiert daher eine Liftung f : M — M,
die eine Orblfalt1gke1tsuberlagerung ist. Da die singuldre Menge von M leer
ist, ist f eine gewdhnliche Uberlagerungsabblldung Da zudem M einfach zu-
sammenhingend ist, ist damit f nach Satz A.2.16 (g) ein Homdomorphismus.

O

3.1.15 Lemma (Vorwirtsinvarianz von X.):
Fiir eine zu einem Homdéomorphismus liftbare Abbildung f : M — M gilt
f(3x) C 2r.

Beweis:

Sei x € ¥;. Angenommen f(z) ¢ ¥;. Dann kann kein kommutatives Dia-
gramm der Form (3.1) existieren, da stets 7 o ¢ (lokal) ein Homdomorphismus
ist, aber nicht f o . U

Zum Abschluss dieses Abschnitts fiihren wir noch einige Bezeichnungen ein. Fiir
jede normale Projektion 7 : X — X und jeden Automorphismus ¢ € Aut(T")
definieren wir:

CL(X,¢) = {feCX)| fory=p()of},
HL(X7()O) = CL(X7()O)QH( )

Cr(X, ) ist also nach Satz 3.1.8 die Menge derjenigen Liftungen stetiger Ab-
bildungen f : X — X, die auf I" den Automorphismus ¢ induzieren. H L(X )
ist die Menge der Homsomorphismen mit dieser Eigenschaft. Mit Hy(X) be-
zeichnen wir die Menge aller Homdomorphismen von X, die Liftungen stetiger

Abbildungen sind.

3.2 Universelle Uberlagerung und Selbstiiberlage-
rungen

In diesem Abschnitt wollen wir im Wesentlichen zwei Resultate beweisen. Das
erste beschreibt Eigenschaften der universellen Uberlagerungen von kompakten
Léngenrdumen, das zweite stellt einen Zusammenhang zwischen der Wirkung
einer Abbildung f : X — X auf m1(X) und der erkung einer Liftung von f auf
der Decktransformationsgruppe D(7) der universellen Uberlagerung  : X - X

her.

3.2.1 Satz (Universelle Uberlagerung kompakter Liingenriume):
Es sei (X, d) ein hinreichend zusammenhéngender kompakter Lingenraum?® und

3Damit ein Lingenraum hinreichend zusammenhéngend ist, reicht es, dass er semilokal
einfach zusammenhingend ist, denn ein Lingenraum ist stets global und lokal wegzusam-
menhingend. Siehe dazu auch [Bur 01, Aufgabe 2.1.9, S. 29].
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7 : X — X die universelle Uberlagerung von X. Dann existiert eine Metrik
d auf X, so dass (X,J) ein vollstindiger geoditischer Raum ist. Die von d
induzierte Topologie stimmt mit der gegebenen iiberein. Dariiber hinaus ist m
bzgl. dieser Metrik eine lokale Isometrie und die Decktransformationen von
sind Isometrien. Wir nennen d die nach X geliftete Metrik.

Beweis: .
Fiir beliebige Z,y € X setzen wir

d(z,7) =inf{L(roé)|c: I — X Weg von & nach g}

Dann ist d die gewiinschte Metrik, wie wir im Folgenden zeigen.

(i) Ist & = § und co(t) := 7, so gilt L(mwocy) = 0, also d(&,7) = 0. Nun gelte
i # . Gilt dariiberhinaus 7 (&) # 7 (§), so ist klar, dass d(z,7) > 0. Wir
kénnen also m(Z) = m(J) annehmen. Dann finden wir eine gleichméfig
tiberlagerte Umgebung U von 7(Z) und disjunkte offene Umgebungen Vi
von & und V, von ¢, die iiber U liegen. Wir kénnen U = B(n (&), ) fiir
ein € > 0 annehmen. Nun ist klar, dass fiir jeden Weg é: I — X von &
nach § der Weg 7 o ¢ mindestens die Liinge 2¢ hat, also gilt d(&,§) > 0.

(ii) d ist symmetrisch, da durch ¢ — ¢! eine bijektive Abbildung zwischen den
Wegen von Z nach § und denen von § nach T gegeben ist. Dari{iberhinaus
gilt natiirlich L(ro¢) = L(roc™t).

(iii) Seien Z,7,% € X. Ist ¢; ein Weg von Z nach ¢ und ¢; ein Weg von 7 nach
Z, so verlauft der Produktweg cico von T nach Z. Es folgt

d(#,2) < L(mociep) = L(moey) + L(m o cp).

Betrachten wir Folgen ¢&, ¢%. so dass L(w o cl) — d(&,§) und L(w o c§) —

d(§, %), so bekommen wir fiir jedes § > 0 ein kg € N mit
d(#,2) < L(mo i) + L(w o ¢§) = d(&,7) + d(§, %) + 6

fiir alle k > kg. Fiir § — 0 erhalten wir die Dreiecksungleichung.

(iv) d(&,7) < co: Wie wir noch zeigen werden, ist 7 eine lokale Isometrie. Also
ist die Endlichkeit von d sicherlich lokal gegeben. Mit Hilfe der Dreiecks-
ungleichung folgt (durch Einfithrung hinreichend vieler Zwischenpunkte)
daraus auch die globale Endlichkeit von d.

Wir zeigen als niichstes, dass 7 eine lokale Isometrie ist. Sei dazu # € X und
x = 7(&). Sei U eine gleichm#Big iiberlagerte Umgebung von = und V' das Blatt
iiber z, welches & enthélt. Dann ist 7|y: V' — U ein Homéomorphismus. Sei
¢ = (rly)~!: U — V. Wir wihlen ein £ > 0, so dass B(z,2¢) C U gilt. Seien
Y,z € B(xz,e). Seic: [0,1] — B(x,2¢) ein Weg von y nach z mit L(c) = d(y, 2).
Dann ist ¢ := ¢ o ¢ ein Weg von ¢(y) nach ¢(z) mit 7 o é = ¢ und folglich gilt

d(e(y),¢(2)) < L(mo &) = L(c) = d(y, ).
(¥

Andererseits gilt natiirlich stets d(g,2) > d(m(§),7(%)) fiir alle 7, 2 € X. Damit
folgt d(¢(y),p(2)) = d(y,2). Ferner ist ¢|p.): B(z,e) — B(%,¢) surjektiv,
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da ¢ o T|pz) die Identitét auf B(Z,e) und 7 Lipschitz-stetig mit Lipschitz-
Konstante 1 ist.
Da 7 also eine lokale Isometrie ist, erhalten wir L(¢) = L(w o ¢) fiir alle Wege ¢
in X. Aus der Definition von d folgt, dass auch (X,d) ein Lingenraum ist.
Dass die von d induzierte Topologie mit der gegebenen iibereinstimmt, folgt
daraus, dass 7 eine lokale Isometrie ist. (7 ist also stetig und offen bzgl. cZ)
Nun zeigen wir, dass (X,J) vollsténdig ist: Sei (Zx)ken eine Cauchy-Folge in
X. Dann ist auch (7(Z))ren eine Cauchy-Folge in (X, d), da 7 Abstinde nicht
vergroflert. Es gilt insbesondere fiir alle k,l € N:

d(m (&), 7(@1)) = inf L(c) < inf L(m 0 ¢) = d(Zy, &)

TocC

Die Kompaktheit von (X,d) impliziert die Vollstédndigkeit. Also existiert der
Grenzwert z* := limg_,o, m(Zx). Sei U eine gleichmifig iiberlagerte Umgebung
von z* und seien V;, j € J, die paarweise disjunkten Blitter iiber U. Wie
bereits gezeigt, konnen wir dann ein € > 0 finden, so dass B(z*,e) C U gilt und
Tl p(a+ o) B(Z*,€) — B(a*, ), fiir alle #* € 7~ (z*) eine Isometrie ist. Also sind
die verschiedenen Urbildpunkte von z* mindestens um ¢ voneinander separiert.
Da (Zg)ren eine Cauchy-Folge ist, finden wir ein ky € N mit cZ(uEk,fvl) < ¢ fir
alle k,1 > ko. Da fast alle Folgenglieder von (7(Zg))ren in U liegen, gibt es
folglich ein j € J, so dass fast alle Folgenglieder von (Zj)ken in V; liegen. Ist
z derjenige Urbildpunkt von z*, der in V; liegt, so gilt offensichtlich 2 — z7,
womit gezeigt ist, dass (X, CZ) vollsténdig ist.
Nun kénnen wir Satz A.4.8 anwenden: (X,d) ist — wie gezeigt — ein lokal
kompakter? vollstindiger Lingenraum, also ein geoditischer Raum.
Es bleibt zu zeigen, dass die Decktransformationen von 7 Isometrien sind. Klar
ist, dass jedes v € D(m) eine lokale Isometrie ist, denn ist U eine offene Menge,
so dass |y und 7|,y Isometrien sind, so folgt 4|y= () ' omly. Sind nun
Z,7 € X beliebig, so existiert ein kiirzester Weg ¢ : I — X von Z nach §. Wir
konnen eine Partition 0 = tg < t1 < --- < t, = 1 wéhlen, so dass 7|.(,_, +)) fiir
alle i =1,...,n eine Isometrie ist. Es folgt

d(v(®),7(@) <D d(v(e(ts)), v(c(ti1)))

=1

Analog zeigt man, dass
d(z,9) = d(v ' (v(@), 7 (v(@))) < d(v(F),(H))-
Also gilt d(&,7) = d(v(&),~7(7)). O

3.2.2 Satz (Fundamental- und Decktransformationsgruppe):
Es sei X ein hinreichend zusammenhédngender kompakter Hausdorfiraum und

“Die lokale Kompaktheit von X ergibt sich daraus, dass X kompakt und 7 ein lokaler
Homé&omorphismus ist.
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7 : X — X die universelle Uberlagerung von X . Ferner sei f : (X,x0) — (X, x1)
eine Uberlagerung, &g, 71 € X seien Punkte iiber xo bzw. 1, und f € H(X)
sei die eindeutig bestimmte Liftung von f mit f(jo) = Z1. Dann ldsst sich
f* mit f, : m(X,20) — 71 (X, x1) identifizieren, d. h. das folgende Diagramm
kommutiert.

7T1(X7.%'0) L ﬂ-l(val)

L, | [ 1

D(r)  ——  D(m)
2

Hierbei sind die Isomorphismen 11, und I1,, wie in Satz A.2.36 definiert.

Beweis:

Sei u = [a] € m (X, x0) beliebig gewéhlt. Dann bildet IT,, nach Definition u
auf diejenige Decktransformation -, ab, die oy auf den Endpunkt der Liftung
von « zum Anfangspunkt Zg abbildet. Ferner gilt

fO'Yu:f*('Yu)ofN-

Daraus folgt

F* () (@1) = ¥ (1a)) (f (@0)) = [ (310 (Z0))-

Andererseits gilt

Iz, o ful[e]) = T, ([f 0 o).

I1,, bildet nach Definition v := [foa] = fi«(u) auf diejenige Decktransformation
v, ab, die 1 auf den Endpunkt der Liftung von f o « zum Anfangspunkt &
abbildet. Nach Konstruktion der Liftung f ist dieser Endpunkt aber gerade
f (V[a](T0)). Damit ist gezeigt, dass die Decktransformationen f*oll,([a]) und
I1;, o f«([a]) im Punkt #; iibereinstimmen und folglich identisch sind. O

Nicht jeder topologische Raum X besitzt eine nichttriviale (d. h. eine minde-
stens zweibléttrige) Selbstiiberlagerung f : X — X. Die Existenz einer solcher
Uberlagerung ist sogar eine topologisch sehr einschriinkende Eigenschaft. Wir
wollen im Folgenden zwei Beispiele fiir solche Rdume geben.

3.2.3 Beispiele:

(1) Wir betrachten den n-dimensionalen Torus 7" = R"/Z". Dieser wird von
R™ universell iiberlagert durch 7 : R” — R"/Z", 7n(x) = x+7Z". Die Deck-
transformationsgruppe von 7 besteht aus den ganzzahligen Translationen
von R"™. Jede Matrix M € R™*™ mit Eintrigen aus Z vertauscht mit den
Decktransformationen, da M (xz +n) = Mx + Mn und mit n € Z™ auch
Mn € Z"™ gilt. Ist det M # 0, so ist M ein Homdomorphismus von R"™ und
liisst sich folglich zu einer Uberlagerung Ey; : R®/Z" — R"™/Z" projizie-
ren. Identifizieren wir R"/Z" mit S! x --- x S durch (x1,...,7,) +Z" —
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(e2™im1 . e?™%n) g0 ist F)s offensichtlich gegeben durch

’ J
Jj=1 Jj=1

n n
En: (215000 20) — ( z?”,... zm"j>. (3.2)

Diese Abbildungen nennt man lineare Torusendomorphismen. Es ldsst
sich zeigen, dass die Blétterzahl von Ejs durch |det M| gegeben ist.

(2) Ein weiteres Beispiel fiir Réume, die sich selbst iiberlagern kénnen, sind
die Julia-Mengen hyperbolischer rationaler Funktionen auf der Riemann-
schen Zahlenkugel: Ist f : C — C rational mit d = deg(f) > 2 und
gilt J(f) N P(f) = 0, wobei J(f) die sog. Julia-Menge und P(f) die
sog. post-kritische Menge von f bezeichnet, so ist f|;p): J(f) — J(f)
eine d-blittrige Uberlagerung.® O

3.3 Metrisierbarkeit von Liftungsridumen

In diesem Abschnitt wollen wir die Metrisierbarkeit der Liftungsriume Cr, (X, ¢)
und 'HL(X ,) durch die von einer geeigneten Metrik d auf X induzierten
Supremumsmetrik beweisen. Dazu miissen wir vorauszusetzen, dass (X' ,ci)
vollstindig ist und die Decktransformationen von 7 bzgl. d Isometrien sind.

3.3.1 Satz und Definition (Metrisierbarkeit von Hi(X, ¥)):
Es sei m : X — X eine normale Projektion. Ferner sei X vollstdndig
metrisierbar durch eine Metrik d, die alle Decktransformationen von w zu

Isometrien macht. Fiir jeden Automorphismus ¢ € Aut(I') definieren wir
A:CL(X,¢)? — R und A* : Hi (X, p)? — R durch:

A(ﬁl,ﬁg) = sup J(ﬁl(i),ﬁg(i“)),
zeX
A*(hy,ho) = A(hy,ha) + Akt hyt).
Dann gilt:
(a) (CL(X,p),A) ist ein vollstindiger metrischer Raum.
(b) (Hp(X,¢), A*) ist ein vollstindiger metrischer Raum.
(c) Die Metriken A und A* induzieren die kompakt-offene Topologie.

Beweis:

(a) Um nachzuweisen, dass A~ eine Metrik ist, reicht es offensichtlich
A(f1, f2) < oo fiir alle fi1, f» € Cp(X, ) zu zeigen. Da die Decktrans-
formationen von 7 Isometrien sind, gilt fiir jedes v € I' und z € X:

d(f1(2), () = d(froy ™! 0y(@), 077! 04())
d(p(v) 0 froy(@),0(v7") 0 f204(7))
d(f1 0 (2), f2 07(%)).

5J(f) ist der Abschluss der Menge aller repulsiven periodischen Punkte von f. P(f) ist
der Abschluss der Vereinigung aller Vorwartsorbits kritischer Werte von f.
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Nach Satz 3.1.6 (d) existiert ein kompakter Fundamentalbereich von T,
also eine kompakte Menge K mit 7T(K ) = X. Folglich finden wir zu jedem
i€ X ein v € T mit v(#) € K. Mit oben folgt

A(fr, f2) = sup d(1(2), f2(7)) = sup d(f1(2), fo(#)) < o0.  (33)

TeX TeK

Sei (fu)nen eine Cauchy-Folge in (Cf, (X ©),A). Dann konvergiert f,

aufgrund der Vollstédndigkeit von (X d) gleichméfiig gegen eine stetige
Grenzfunktion f € C(X). Fiir alle y € I' und 7 € X gilt

d(for(@),¢(y) 0 f(7)) < d;(fow(f): Fn0(@)) )
+ d(e(y) o fu(E), 0(7) 0 f(E)) — 0

Damit ist klar, dass fo~ = () o f gilt, also f € Cr(X,p).

Da Hp(X,¢)™' = Hp(X,o™ ') gilt, ist nach dem bereits Gezeigten
klar, dass A* eine Metrik ist.  Sei (En)nEN eine Cauchy-Folge in
(Hp(X, ), A*). Dann konvergiert sowohl (hn)neN als auch (h;")nen
gleichmiBig gegen eine stetige Grenzfunktion h bzw. k. Die Gleichung
hp o ht = hiloh, = id iibertriigt sich auf die Grenzfunktionen, denn
z. B. gilt fiir festes # € X:

d(h(k()),7) < d(h(k(@)), h(hy (7)) + d(R(hy ' (2)), ha(hy  (2))).

Wegen h;; (%) — k(&) wird der erste Summand fiir hinreichend grofies n
beliebig klein, und wegen der gleichméBigen Konvergenz h,, — h auch der
zweite. Also gilt h(k(Z)) = &. Folglich handelt es sich bei 2 und k um
Homdomorphismen. Mit (a) gilt deshalb h € Hp (X, ¢).

Dass 7co C T3 gilt, zeigt man mit genau denselben Argumenten wie
im Beweis von Satz 2.1.6. Ist umgekehrt A C Cr(X,¢) offen bzgl. A und
f € A, so miissen wir zeigen, dass A eine Umgebung von f in der kompakt-
offenen Topologie ist. Sei dazu K C X ein kompakter Fundamentalbereich
von 7. Mit denselben Argumenten wie im Beweis von Satz 2.1.6 finden
wir ein € > 0 mit B(f,¢) C A und endlich viele Subbasiselemente [K;, U],
i € I, so dass fiir jedes § € ﬂiel[f{i’ U;] gilt:

sup d(g(z), f(3)) <e

TeEK

Nun folgt aber aus (3.3)

also A(g, f) < e. Damit ergibt sich (,c;[Ki,Ui] € B(f,e) € A. Also
ist A offen in der kompakt-offenen Topologie. Dass die von A indu-
zierte Topologie mit der von A induzierten tibereinstimmt, ist klar, da
die Inversion h — h~!, H(X) — H(X), nach Satz 2.2.2 stetig bzgl. der
kompakt-offenen Topologle ist. O
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3.3.2 Korollar:

Sei (X,d) ein semilokal einfach zusammenhédngender kompakter Lingenraum
mit universeller Uberlagerung © : X — X und ¢ € Aut(D(r)). Dann gelten
alle Aussagen von Satz 3.3.1 bzgl. der nach X gelifteten Metrik d.

Beweis: .
Nach Satz 3.1.7 ist 7 eine normale Projektion. Nach Satz 3.2.1 ist X mit der
gelifteten Metrik d vollstdndig und alle Decktransformationen sind Isometrien.

0

3.4 Expandierende Abbildungen

In diesem Abschnitt wollen wir detailliert die Dynamik expandierender Abbil-
dungen auf kompakten metrischen Rdumen studieren. Dabei ist mit ,,expan-
dierend“ gemeint, dass die Abbildung Abstinde um einen konstanten Faktor
A > 1 vergroflert. Es ist unmittelbar einsichtig, dass dies keine globale Eigen-
schaft sein kann, da es in einem kompakten Raum stets Punkte mit maximalem
Abstand zueinander gibt. Wir fordern deshalb nur, dass die Expansionsbedin-
gung lokal gelten soll. Ferner untersuchen wir Abbildungen, die die scheinbar
schwichere Eigenschaft haben, ,expansiv® zu sein. Dies bedeutet, dass je zwei
verschiedene Punkte des Raums sich unter Iteration der Abbildung nach endli-
cher Zeit um einen gewissen universellen Mindestabstand voneinander entfernt
haben miissen. Die Resultate dieses Abschnitts sind im Wesentlichen aus dem
dritten Kapitel in [Urb 02] entnommen.

3.4.1 Definition (Expandierende/expansive Abbildungen):

Sei (X, d) ein metrischer Raum und f : X — X stetig. Dann heifit f expan-
dierend (bzgl. der Metrik d), falls es Konstanten gy > 0 und A > 1 gibt, so
dass fiir alle z,y € X gilt:

d(z,y) <eo = d(f(z), f(y)) > Ad(z,y). (3.4)

A heifit Expansionsfaktor von f. Gilt (3.4) auf einer Teilmenge A C X, so
sagen wir, f ist expandierend auf A.

f heiBt expansiv (bzgl. der Metrik d), falls es ein § > 0 gibt, so dass aus
d(f™(x), f™"(y)) < 0 fiir alle n € Ny stets © =y folgt. § heift Expansionskon-
stante von f.

3.4.2 Lemma (iiber expandierende/expansive Abbildungen):
Sei (X,d) ein metrischer Raum und f : X — X stetig. Dann gilt:

(a) Ist f™ expandierend fiir ein n € N, so existiert eine zu d topologisch
dquivalente Metrik d’, so dass f bzgl. d’' expandierend ist.

(b) Ist f expandierend (mit Konstanten ey > 0 und A > 1), so ist f expansiv
mit Expansionskonstante €.

(c) Ist f expansiv und gilt ho f = f o h fiir eine Abbildung h € X~ mit
d(h(z),x) < 0 fiir alle x € X, so folgt h = idx.
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(d) Ist X kompakt und f expansiv, so ist auch jede zu f topologisch konju-
gierte Abbildung g : X — X expansiv.

Beweis:
(a) Seien €9 > 0 und A > 1 die Konstanten, so dass
d(wl,mg) <egy = d(f"(ml),f"(mg)) > )\d(m'l,.%'z).
Sei p:= AY/™ und
nil . . .
(e, m0) = S o d(fiw), F(2)), @2 X x X — RY.
1=0

Dann folgt aus d(z1,z2) < d'(x1,22) < €p:
d'(f(x1), f(x2)) — pd(x1,22)
= S AT @), iwa) = Y AT
i=1

= AT (@), [ (w2)) — And(@y, 2)
= A (d(f (@), f (@) — (1, 32)) > 0.

Also ist f bzgl. d’ expandierend mit Expansionsfaktor ;1 > 1. Da d < d’
gilt und d’ gleichmiBig stetig bzgl. d ist, erzeugen die beiden Metriken
dieselbe Topologie.

(b) Sei f expandierend mit Konstanten ¢ > 0 und A > 1. Gilt nun
d(f"(z), f*(y)) < eo fiir alle n € Ny, so folgt d(f""'(z), f"*'(y)) >

A(f"(x), f*(y)) fir alle n € Nyg. Mit vollstdndiger Induktion ergibt sich
d(f"(x), f"(y)) > \'d(z,y) fiir alle n € N.

Mit A" — oo und d(f"(z), f"(y)) < eo folgt damit d(z,y) =0, also z = y.

(c) Unter den gegebenen Voraussetzungen gilt
A (), f (@) = AR @), f(2) <6 fiir alle @ € X.

Daraus folgt unmittelbar h(x) = z.

(d) Es gelte hog = foh fiir einen Homéomorphismus h € H(X). §(f) > 0 sei
die Expansionskonstante von f. Aufgrund der Kompaktheit von X ist h
gleichméBig stetig. Also existiert ein d(g) > 0, so dass aus d(z1,x2) < d(g)
stets d(h(z1), h(z2)) < 6(f) folgt. Seien nun x1,z9 € X so gewihlt, dass
d(g"(x),g"(y)) < d(g) fiir alle n € Ny gilt. Dann folgt fiir alle n € Ny:

d(h(g"(21)), h(g" (x2))) = d(f" (h(x1)), f" (M(x2))) < 6(f)

Damit erhélt man h(zq) = h(z2), also 1 = x9. O
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3.4.3 Bemerkungen:

e Ist (X,d) kompakt, so gilt auch die Umkehrung von (b): Jede expansive
Abbildung f : X — X ist expandierend; i. A. allerdings nicht bzgl. der
gegebenen Metrik d, sondern bzgl. einer geeignet definierten topologisch
fdquivalenten Metrik d. Aus topologischer Sicht sind also expandierende
und expansive Abbildungen das Gleiche. Der Beweis dieser Aussage ist
jedoch bei weitem komplizierter und soll hier nicht ausgefiihrt werden (siehe

[Dnk 05, Satz 46, S. 101]).

e Wegen (b) bezeichnen wir ab jetzt auch die Konstante ¢y einer expandie-
renden Abbildung als Expansionskonstante.

Der folgende Satz, den man auch in [Kat 95, Prop. 2.4.2, S. 72| findet, liefert
eine hinreichende Bedingung fiir die Expansivitit einer C'-Abbildung auf einer
kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeit.

3.4.4 Satz (Expansionskriterium fiir C'-Abbildungen):

Sei M eine zusammenhéingende kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit mit
Riemannschem Abstand d : M x M — ]R(}L. f: M — M sei eine C*-Abbildung
und A > 1 eine Konstante, so dass gilt:

|Dfpv] > A||v|| fiir alle p € M, v € T,M. (3.5)
Dann ist f offen und expandierend bzgl. d mit Expansionsfaktor \.

Beweis:

Wir miissen nachweisen, dass es ein g9 > 0 gibt, so dass d(f(p), f(¢)) > Ad(p, q)
fiir alle p,g € M mit d(p,q) < eo gilt. Offensichtlich folgt aus (3.5), dass
Df, fir alle p € M ein Isomorphismus ist. Der Umkehrsatz garantiert uns,
dass zu jedem p € M eine offene Umgebung U, von p existiert, so dass f|y,
ein Diffeomorphismus auf die offene Menge f(Up) ist. Daraus folgt, dass f
eine offene Abbildung ist. Folglich ist f(M) offen und abgeschlossen in M
und damit gilt f(M) = M. Ferner ist die Menge {U,}pen eine offene Uber-
deckung von M. Da M kompakt ist, existiert eine Lebesgue-Zahl dg > 0 dieser
Uberdeckung. Dann ist f auf jedem dp-Ball injektiv. Also ist der Abstand
zweier Urbildpunkte eines Punktes p € M mindestens §y. Da M kompakt ist,
kann jeder Punkt also nur endlich viele Urbildpunkte besitzen. Daher existiert
zu jedem p € M eine zusammenhingende offene Umgebung V), so dass der
Durchmesser jeder Zusammenhangskomponente von f _1(‘/},) kleiner ist als dp.
Sei §; > 0 eine Lebesgue-Zahl der Uberdeckung {Vp}pem. Dann ist auch der
Durchmesser jeder Zusammenhangskomponente des Urbilds eines §; -Balls klei-
ner als dg. Aufgrund der gleichméfligen Stetigkeit von f auf der kompakten
Mannigfaltigkeit M koénnen wir ein g9 > 0 so wéhlen, dass aus d(p,q) < €
stets d(f(p), f(q)) < & folgt. Gilt nun d(p, q) < o, so finden wir eine kiirzeste
Geodite ¢ : I — M von f(p) nach f(q), die ganz in einem ¢; -Ball liegt. Dann
ist ¢ : I — M, definiert durch é(0) = p, é(1) = ¢, f(é(t)) = c(t), eine wohl-
definierte, eindeutig bestimmte differenzierbare Kurve von p nach ¢, und es
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gilt
1 .
A @) = 1) = [ 1Dfoio]
1
>0 [ Jéolldt = \L@) = Ad(p.a).
0
Also ist f expandierend mit Expansionsfaktor \. U

3.4.5 Bemerkungen:

e Statt (3.5) kénnten wir auch die Existenz von Konstanten ¢ > 0 und p > 1
fordern, so dass

|IDfiv|| > cu|jv]| firalleneN, x€ M, veT,M. (3.6)

Dann ist ndmlich f™ nach Satz 3.4.4 fiir hinreichend grofies n expandierend.
Folglich ist auch f nach Lemma 3.4.2 in einer geeignet gewédhlten Metrik
expandierend, wobei diese nach einem Theorem von J. N. Mather sogar
als Riemannscher Abstand einer geeigneten Riemannschen Metrik gew#hlt
werden kann (siche [Mat 68]).

e Kin weiteres Beispiel fiir expansive Abbildun§en sind die Einschrénkungen
hyperbolischer rationaler Abbildungen f : C — C auf ihre Julia-Menge
(siche Beispiel 3.2.3). Einen Beweis dazu findet man z. B. in [Dnk 05, Satz
45, S. 96].

3.4.6 Vereinbarung:
Ab jetzt sei (X,d) stets ein kompakter metrischer Raum, aufler es wird
ausdriicklich anders vermerkt.

3.4.7 Satz (Nachweis von Uberlagerungsabbildungen):

Sei f : X — X eine stetige, offene und lokal injektive Abbildung. Ist dann
zusétzlich X zusammenhédngend oder f surjektiv, so ist f eine endlichbléittrige
Uberlagerungsabbildung.

Beweis:

Zu jedem Punkt x € X existiert nach Voraussetzung eine offene Umgebung U,
so dass f|y, injektiv ist. Daraus folgt insbesondere, dass die Fasern f~!(y) fiir
y € X diskret und aufgrund der Kompaktheit von X damit endlich sind. Ist
X zusammenhéngend, so ist f surjektiv, denn f(X) ist aufgrund der Offenheit
von f offen und aufgrund der Stetigkeit von f abgeschlossen. Aus dem Zusam-
menhang von X folgt daraus unmittelbar f(X) = X.

Es sei g € X und U eine offene Umgebung von xg, so dass auch f ]CI(U) noch
injektiv ist. Eine solche Umgebung existiert aufgrund der (lokalen) Kompakt-
heit von X. Dann ist die Einschrinkung f|y: U — f(U) eine stetige Bijektion.
Ferner gilt f(U) C f(cl(U)) C cl(f(U)). Da X ein kompakter metrischer
Raum ist, ist cl(U) kompakt und damit f(cl(U)) abgeschlossen. Daraus folgt
cd(f(U)) = f(cl(U)). Also ist fla): cl(U) — cl(f(U)) ein Homdomorphismus
nach Satz A.1.22 (d). Folglich ist auch die Einschrénkung f|y: U — f(U) ein
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Homoéomorphismus. Da f offen ist, ist zudem f(U) offen; also ist f ein lokaler
Homo6omorphismus.

Es sei f~(y) = {x1,...,7,} fiir ein beliebiges y € X. Dann existieren offene
disjunkte Umgebungen U; von ;, so dass die Einschrénkungen f gt Ui — f(Uh)
Homgomorphismen sind. Wir setzen V := O, f(U;) und U; := f~1(V) N T;.
Da f offen ist, ist auch V offen und damit ist fiir jedes i € {1,...,n} U;
eine offene Umgebung von z;. Ferner ist die Einschrankung f|y;: U; — X
injektiv und es gilt deshalb f(U;) = f(U;) N f(f~(V)) = f({U) NV = V.
Also ist f|y,: Ui — V fiir jedes i € {1,...,n} ein Homdomorphismus. Gilt
nun f~4(V) = UL, U;, so sind wir fertig. Andernfalls existiert eine nichtleere
Menge Up4+1 C X mit Upy1 NU;_, Ui = 0, die kein Urbild von y enthélt und es
gilt f~4(V) = Upy1 UYL, Ui. Nun kénnen wir zwei Fille unterscheiden: Ent-
weder y liegt auf dem Rand von f(U,4+1) C V oder nicht. Gilt das Letztere, so
finden wir eine kleinere offene Umgebung W C V' von y mit f(U,4+1) N W =),
so dass W gleichméBig iiberlagert wird. Liegt y auf dem Rand von f(Uy,41), so
finden wir eine Folge (yn)nen in f(Upy1) mit limy, ooy = y. Die Menge der
Urbilder J,,cn f " (yn) ist unendlich und hat deshalb aufgrund der Kompakt-
heit von X einen Hiufungswert z* in X. Es existiert also eine Folge (zy,)nen
in Upen [ (yn) mit lim, o 2, = z*. Die Folge (f(zn))nen konvergiert gegen
y. Folglich muss ein Urbild von y existieren, das auf dem Rand von U,y liegt
im Widerspruch zur Disjunktheit von U,11 und |J;-, U;. U

3.4.8 Bemerkungen:

e Falls der Raum X unzusammenhéngend ist, ist die Bldtterzahl von f zwar
lokal konstant, aber nicht notwendigerweise global. Ein Gegenbeispiel ist die
auf der topologischen Summe von zwei Einheitskreisen definierte Abbildung,
die auf dem einen Kreis durch z — 22 und auf dem anderen durch z — 23

definiert ist.

e Insbesondere sind offene expandierende Abbildungen auf kompakten zusam-
menhingenden metrischen Raumen Uberlagerungen, da diese offensichtlich
lokal injektiv sind.

e Ist der Raum X ein topologische Mannigfaltigkeit, so brauchen wir die
Offenheit von f nicht zu fordern, was aus dem Satz iiber die Invarianz des
Gebiets folgt (siehe z. B. [StZ 88, Satz 1.1.16, S. 6] bzw. [StZ 88, Satz 1.5.2,
S. 27]).

e Dass man i. A. nicht auf die Forderung des Zusammenhangs von X oder
der Surjektivitdt von f verzichten kann, zeigt folgendes Gegenbeispiel: Sei
X = {0,1} mit der diskreten Metrik versehen. Dieser Raum ist sicher-
lich kompakt und unzusammenhéngend. Jede Abbildung f : X — X ist
natiirlich stetig, offen und lokal injektiv, aber nicht unbedingt surjektiv und
damit i. A. keine Uberlagerung.

3.4.9 Lemma: (vgl. [Urb 02, Lemma 3.1.2])
Sei f: X — X eine stetige offene Abbildung. Dann existiert zu jedem n > 0
ein £ > 0, so dass B(f(x),&) C f(B(z,n)) fiir alle z € X gilt.
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Beweis:

Fiir jedes = € X setzen wir &(x) := sup{r > 0| B(f(x),r) C f(B(z,n))}. Da f
offen ist, gilt {(x) > 0. Da B(f(x),&(z)) C f(B(x,n)), reicht es zu zeigen, dass
¢ = infrex £(z). Wir nehmen im Widerspruch dazu £ = 0 an. Dann gibt es
eine Folge (2, )nen in X, so dass lim, o &(x,) = 0. Da X kompakt ist, kénnen
wir limy, o @p, = ¥ fiir ein y € X annehmen. Daher gilt B(y, ) C B(xy,n) fiir
hinreichend grofie n, und folglich

f(B(wn,m) 2 f(B(x,3)) > B(f(y),€) 2 B(f(zn), 5)

fiir ein € > 0 und alle hinreichend grofien n. Daher gilt {(z,,) > § fiir diese n
im Widerspruch zu lim,,—,~ &(x,) = 0. O

3.4.10 Notation:
Ist f : X — X eine offene expandierende Abbildung, so ist fiir jedes x € X

die Einschrinkung f|B(x,%0): B(z,%) — f(B(x,%)) ein Homéomorphismus.

Wir wéhlen geméifl Lemma 3.4.9 ein £ > 0, so dass B(f(x),&§) C f(B(x,%))
fiir alle x € X gilt. Die Einschridnkung der Umkehrabbildung von f|B(:v,%0) auf

B(f(x),€) bezeichnen wir mit f; . Dann gilt fiir alle y € X

B = U B9

z€f~1(y)
Der Beweis fiir folgendes Lemma eriibrigt sich nach dem bereits Gezeigten.

3.4.11 Lemma: (vgl. [Urb 02, Lemma 3.1.4])
Sei f : X — X eine offene expandierende Abbildung. Dann gilt fiir alle x € X

und y, = € B(f(x),€):
d(fs ), £ (2)) < A7Hd(y, 2).
Insbesondere gilt f;1(B(f(z),€)) C B(z,A\"%¢) C B(x,¢§).
3.4.12 Definition:
Fiir jedes x € X, n> 1 und j € {0,1,...,n — 1} sei x; = f(z). Nach Lemma
3.4.11 ist die Komposition fy o fylo---of b+ B(f™(z),€) — X wohldefiniert.

Tn—1
Wir bezeichnen sie mit f, ™.

Folgende Eigenschaften von f, ™ sind offensichtlich:

B = |J £HBWY). (3.7)
z€f~"(y)
d(f7" (W), f2"(2)) < A "d(y, ) fiir alle y, 2 € B(f"(x),€). (3.8)

fo "(B(f"(x),r)) C B(x,min{5, A\™"r}) fiir alle r < €. (3.9)
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3.4.13 Definition (Pseudo-Orbits, Beschattung):
Sei f: X — X stetig und n € NU {oo}. Zu gegebenem « > 0 nennen wir eine
(eventuell endliche) Folge (x;)i, einen a-Pseudo-Orbit fiir f, falls

d(f(zi),zit1) <a firi=0,...,n—1.
Fiir n < oo heiit die Folge (x;)}_, periodischer a-Pseudo-Orbit, falls
d(f (i), Z(i41) modn) S fiiri=0,...,n.

Sei 3 > 0 und z € X. Dann sagen wir, der Vorwértsorbit O}F(ﬂv) B-beschattet
den Pseudo-Orbit (z;)}_, falls

d(fi(z),z;) < B fiiri=0,...,n.

3.4.14 Definition (Beschattungseigenschaft):

Eine stetige Abbildung f : X — X hat die Beschattungseigenschaft, falls
zu jedem B > 0 ein a > 0 existiert, so dass jeder endliche a-Pseudo-Orbit von
einem (echten) Vorwértsorbit 3-beschattet wird.

f hat die periodische Beschattungseigenschaft, falls zu jedem (3 > 0 ein
a > 0 existiert, so dass fiir jedes n € N und zu jedem periodischen a-Pseudo-
Orbit xg,...,xn_1 ein n-periodischer Orbit O;{(x) existiert, der den Pseudo-

Orbit (x;)7=, B-beschattet.

3.4.15 Lemma: (vgl [Urb 02, Prop. 3.2.1])

Sei f : X — X expansiv mit Expansionskonstante § > 23 > 0. Dann gibt es
héchstens einen Punkt x € X, dessen Vorwértsorbit den Pseudo-Orbit (x;)52,,
(B-beschattet.

Beweis:
Nehmen wir an, dass die Vorwértsorbits von = und y den Pseudo-Orbit (z;)32,
(B-beschatten, so folgt nach der Dreiecksungleichung fiir alle i € Ny:

d(f'(x), f'(y)) < d(f*(x), ) + d(zi, ['(y)) < 26 < 6.

Daraus erhélt man nach Definition der Expansivitit unmittelbar z = y. O

3.4.16 Lemma: (vgl [Urb 02, Lemma 3.2.2])

Sei f : X — X eine offene expandierende Abbildung, sei 0 < § < & und
0 < a <min{(A—1)8,&}. Falls (z;)7, (n € NU {oo}) ein a-Pseudo-Orbit ist,
dann gilt mit @ := f ' (zi41):

(a) Fiir allei=0,1,...,n—1:
fmzl(d(B(ﬂEiH,ﬁ))) C cl(B(i, B)).
Folglich sind fiir i = 0,1, ...,n die Kompositionen
fi=fylofyloofyl sel(Bli, ) — X

wohldefiniert.
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(b) Die Folge der kompakten Mengen f;(cl(B(x;,3))), i =0,...,n, ist mono-
ton fallend (im Sinne der Mengeninklusion).

(¢) Der Durchschnitt

ﬂ fi(cl(B(z4, 8)))

ist nichtleer und die Vorwirtsorbits (fiir i = 0,1,...,n) aller Punkte in
dieser Menge (3-beschatten den Pseudo-Orbit (x;)}_.

2

Beweis:
Aus (3.9) und (3.8) folgt

F (CU(B(f(wirn), 3)) € A(B(2},A710)) € cd(B(xy, A7' 3+ A" a)).

Ferner gilt nach Voraussetzung A~'a + A7'3 < 8. (b) folgt unmittelbar aus
(a). Der erste Teil von (c) folgt aus (b) und der Kompaktheit von X (siehe Satz
A.1.21 (c¢)). Um den zweiten Teil zu beweisen, bezeichnen wir den Durchschnitt
in (c) mit A. Nach Definition von A gilt f;(A) C cl(B(z;,f)) firi =0,1,...,n
Folglich wird (z;)}_, von dem Vorwiértsorbit jedes Punktes aus A -beschattet.
O

Als unmittelbare Folgerung aus Lemma 3.4.16 ergibt sich:

3.4.17 Korollar (Beschattungslemma): (vgl. [Urb 02, Cor. 3.2.3])
Jede offene expandierende Abbildung hat die Beschattungseigenschaft.

3.4.18 Korollar (Closing-Lemma): (vgl. [Urb 02, Cor. 3.2.4))

Jede expansive Abbildung f : X — X mit der Beschattungseigenschaft (und
damit jede offene expandierende Abbildung) hat die periodische Beschattungs-
eigenschaft. Insbesondere existiert zu jedem (3 > 0 ein o > 0, so dass aus
d(x, fY(z)) < « fiir beliebiges | > 1 die Existenz eines I-periodischen Orbits
folgt, der den Pseudo-Orbit (x, f(x),..., f*~1(z)) B-beschattet.

Beweis:
Sei ¢ die Expansionskonstante von f. Zu gegebenem ( € (0, g) sei a > 0
n—1

geméf der Definition der Beschattungseigenschaft gewéhlt. Sei nun (z;);, ein
periodischer a-Pseudo-Orbit, d. h.:

d(f(x;),zi41) <a firi=0,...,n—2 und d(f(xn-1),z0) < .

Dann ist die durch y; := x; mod » definierte unendliche Folge ein a-Pseudo-
Orbit. Da f die Beschattungseigenschaft hat, existiert ein echter Vorwértsorbit
O;{(x), der (y;)3°, B-beschattet. Es gilt also d(f*(z),y;) < 8 < $, und folglich

d(f" (@), yirn) = ([ (), y0) < B < 5.
Mit der Dreiecksungleichung folgt

d(fE(f™(x)), fi(x)) < d(f(f™ (), u) + d(yi, fi(x)) < fiir alle i € N,

und damit f™(z) =z, da f als expansiv vorausgesetzt wurde. O
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3.4.19 Satz: (vgl [Urb 02, Prop. 3.3.b])
Sei f : X — X eine stetige Abbildung mit der periodischen Beschattungseigen-
schaft. Dann liegt Per(f) dicht in Q(f).

Beweis:

Seien x € Q(f) und B > 0 beliebig. Sei @ > 0 so gewihlt, dass jeder pe-
riodische a-Pseudo-Orbit von einem echten periodischen Orbit [-beschattet
wird. Sei ferner V = B(x,«). Nach der Definition von Q(f) existieren y € V
und n € N, so dass f"(y) € V. Daher ist d(y, f"(y)) < « und folglich kann
(y, f(y),..., f™"(y)) von einem periodischen Orbit F-beschattet werden. Da wir
[ beliebig klein wéhlen kénnen, liegt Per(f) dicht in Q(f). O

3.4.20 Satz (Spektrale Dekomposition): (vgl. [Urb 02, Theorem 3.3.4))
Sei f: X — X eine offene Abbildung mit der periodischen Beschattungseigen-
schaft, die auf cl(Per(f)) expandierend ist. Dann ist cl(Per(f)) die Vereinigung
von endlich vielen disjunkten kompakten Mengen Q;, j =1,...,J, so dass

(flaperry) () = 9
gilt und f|q;: Q; — Q; topologisch transitiv ist. Jede der Mengen ; ist die
disjunkte Vereinigung von k(j) kompakten Mengen Qéﬁ , die von f zyklisch per-
mutiert werden, so dass fk(j)|9?: Qg“ — Qéﬁ topologisch exakt ist. Die disjunkte
Zerlegung von cl(Per(f)) in die Mengen §); heifit spektrale Dekomposition.

Wir wollen den vollstéindigen Beweis dieses Satzes, den man in [Urb 02, Theo-
rem 3.3.4] findet, aufgrund seiner Léinge hier nicht ausfithren. Da wir jedoch
im Folgenden auf die Grundidee des Beweises zuriickgreifen wollen, skizzieren
wir diese kurz: Fiir beliebige x,y € Per(f) schreibt man x ~_, y, falls folgendes
gilt:

Ve>0:32' € X, m>1:d(z,2") <eund f"(2') = f"(y).
Dann wird durch
r~y:sr~_yundy~_ x (3.10)

eine Aquivalenzrelation auf Per(f) definiert.

Wihlt man § > 0 so, dass B(f(x),£) C f(B(z,%)) fir alle z € cl(Per(f))
gilt, so folgt fiir zwei Punkte z,y € Per(f) mit d(z,y) < & sofort x ~ y (wihle
= fu nhaky (y) fiir n grof genug). Folglich ist die Anzahl der Aquivalenzklas-
sen Py, ..., Py endlich. Die Mengen cl(P}),...,cl(Py) sind paarweise disjunkt
und haben mindestens den Abstand & zueinander. Nun zeigt man leicht, dass
f die Mengen P; permutiert. Diese Permutation zerfillt in die zyklischen Per-
mutationen, nach denen wir suchen.

3.4.21 Satz: (vgl. [Urb 02, Theorem 3.3.9])

Sei f : X — X eine offene expandierende Abbildung, oder expandierend auf
cl(Per(f)) mit der periodischen Beschattungseigenschaft. Falls dann f topolo-
gisch transitiv ist, oder falls f surjektiv ist und die spektrale Dekomposition
nur aus einer Menge 2, = Z(Zli QF besteht, gilt folgendes:
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(a) Per(f) liegt dicht in X und somit gilt X = ;.

(b) Fiir jede nichtleere offene Menge U C X existiert ein N = N(U), so dass
IRy
U= //(U) = X.
c) Fiir alle r > 0 existiert ein N > 0, so dass fiir alle x € X gilt:
g

N N
U #(B.r) = x.
j=0

(d) Fiir jedes (3 > 0 existiert ein N € N, so dass fiir jedes n € Ny und jeden f-
Orbit (xg,...,xy) (d. h. ;41 = f(x;) fiiri =0,...,n—1) ein periodischer
Punkt y mit Periode p < n+ N existiert, dessen Vorwértsorbit (xg, ..., Ty)
(B-beschattet.

Beweis:

Ist f topologisch transitiv, so gilt nach Lemma 1.1.13 Q(f) = X. Nach Satz
3.4.19 liegt Per(f) dicht in Q(f), woraus cl(Per(f)) = X folgt.

Ist f surjektiv und gilt J =1 (21 = cl(Per(f))), so existiert fiir jedes z € X
aufgrund der Surjektivitdt von f eine Folge (z_p)neny mit f(z_(nt1)) = 2-n
und f(z—1) = z. Nach Lemma 1.1.13 liegt jeder Hiufungswert von (z_,)nen in
Q(f) und es gilt w(z, f) C Q(f). Also existieren zu jedem a > 0 Punkte
wy,wy € Per(f) und k,n € N mit fF(wy) ~ wy, d(wi,z-,) < « und
d(ws, f"(z)) < a. Daraus folgt die Existenz eines periodischen Punktes in
B(z,3), wobei 3 > 0 beliebig klein und a = () > 0 geméf der periodischen
Beschattungseigenschaft gewéhlt ist. Also gilt X = cl(Per(f)) = Q4.

Es folgt X = UZS{ QF und damit erhilt man (b) unmittelbar aus der topologi-
schen Exaktheit von f*() auf jeder der Mengen QF, k=1,...,k(1).

Zu gegebenem r > 0 konnen wir aufgrund der Kompaktheit von X eine end-
liche Uberdeckung {U,} von X wihlen, so dass diamU, < 5. Wir setzen
N := max, N(U,) geméB (b). Ist nun x € X beliebig, so existiert ein o mit
x € U, C B(x,r). Daraus folgt

N N(Ua)
U FHB@m)> | F.) =X
Jj=0 j=0

Nach (c) existiert zu jedem a > 0 ein N = N(a), so dass fiir beliebige v, w € X
ein m < N und ein z € B(v, «) existiert mit f™(z) € B(w, ). Sei (xg,...,Zn)
ein f-Orbit und (zq,...,Tn_1,2,..., ™ (2)) ein a-Pseudo-Orbit mit m < N
und z € B(zy, ), f™(z) € B(xp,a). Nach Korollar 3.4.18 kann dieser durch
einen periodischen Orbit der Periode n + m < n + N (-beschattet werden.

U

Als Folgerung aus Satz 3.4.21 erhilt man das folgende erstaunliche Resultat:

3.4.22 Satz: (vgl [Urb 02, Ex. 3.3.1])
Ist X zusammenhéngend, so ist jede offene expandierende Abbildung f : X —
X topologisch exakt.
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Beweis:

f(X) C X ist offen, da f offen ist und abgeschlossen, da f stetig ist. Folglich
gilt f(X) = X, da X zusammenhéngend ist. Fiir beliebige z € X und ¢ > 0
definieren wir die Menge

A(z,e) :={ye X| Jz1,...,an € X 121 =2, v, =y, d(x;,xi41) <€}

A(z,e) ist nichtleer, da z € A(x,¢) und offen, da mit jedem y € A(z,¢) of-
fensichtlich auch B(y,e) C A(x,e) gilt. Sei (yn)n>1 eine Folge in A(z,e) mit
y = lim,, oy, € X. Dann existiert ein Index ng € N, so dass d(y,x,,) < €.
Folglich gilt auch y € A(x,e). Also ist A(x,e) abgeschlossen und damit ist
Az, e) = X.

Seien nun z,y € Per(f) beliebig gewéhlt. Sei k, die Primperiode von z und &,
die von y. Wir wollen zeigen, dass  ~ y (im Sinne von (3.10)) gilt:

Sei f = % (§ so gewidhlt, dass B(f(x),&) C f(B(z, %)) fur alle z € X

gilt) und sei @ = «(f) wie in der Definition der Beschattungseigenschaft
gewihlt und o = min{a, %} Nach dem oben Gezeigten existiert eine Folge
(zi)r mit 21 = z, 2z, = y und d(z;,2i+1) < o firi =1,...,m — 1. Sei

[ > 1 so groB gewshlt, dass A\ ~Hehve < % Nun gilt d(z,z2) < &, also
29 € B(x,&) = B(f%vk=(z),£). Wir definieren 2| := fx_lkxky(zQ). Damit erhélt
man

d(w,24) = d(fz " (@), 2P (22)) < NTHRvd(, 25) < xTRebvg < 2

Nun gilt d(z2,23) < & und f*=*v(2]) = 25, Wir setzen z := f, /lkxky( 3).
Daraus ergibt sich
—lkyk —lkyk ks
d(Zé,Zi) - d(fzi y(z?))afzi y(zZ)) <A lk ky§ < %
Fithren wir diesen Prozess fort, so erhalten wir schliellich eine Folge (zl')?i_ll,
so dass d(zj,2) < %’ und f*aky(21) = 2,11, insbesondere also flkekv (2! ) =
Zm = y. Nun gilt nach der Dreiecksungleichung

d(CC,Z;n_l)Sd(x,zi)—}—d(zi,zz) _|_d( 2 a2 1) < (m— 1)a <a

Wir setzen o’ := 2], ;. Auf dieselbe Art und Weise finden wir einen Punkt 3/ €
X mit d(y,y") < o und f*kv(y) = 2. (2',y') ist ein periodischer o/-Pseudo-
Orbit fiir f*<kv denn d(f*=kv(2'),y") = d(y,y') < o und d(f*=*s(y'),2') =
d(z,2") < o. Daher ist (a/, f(a'),..., fR*=1a'), o/, fy),.... fRmH(y))
ein periodischer o/-Pseudo-Orbit fiir f . Dieser wird B-beschattet von einem
echten periodischen Orbit O}F(w). Also gilt insbesondere

d(w,z) < d(w,2’) +d(a',z) < B+’ <§+5=¢
d(f™*5s (w),y) < d(f"Fr(w).y) +d,y) <B+a’ < §HE=¢
Damit folgt 2 ~ w ~ f%*=Fv(w) ~ y. Wir haben damit gezeigt, dass alle periodi-

schen Punkte von f dquivalent sind. Also besteht die spektrale Dekomposition
von f nur aus einer Menge ;. Da wir zudem gesehen haben, dass f surjektiv
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ist, gilt nach Satz 3.4.21 X = Q; = Q(f). Da X zusammenhéngend ist, kann
Q1 nicht in mehrere (endlich viele) disjunkte kompakte Mengen zerfallen. Also
ist f nach Satz 3.4.20 topologisch exakt. O

3.4.23 Korollar:

Sei X zusammenhéngend und f : X — X eine offene expandierende Abbil-
dung. Existiert dann eine nichtleere offene Menge U C X, die homdomorph zu
einer offenen Teilmenge von R"™ ist, so ist X eine n-dimensionale topologische
Mannigfaltigkeit.

Beweis:

Nach Satz 3.4.22 existiert ein n € N mit f*(U) = X. Also existiert zu je-
dem y € X mindestens ein x € U mit f*(z) = y. Da f nach Satz 3.4.7
eine endlichblittrige Uberlagerung ist, ist nach Satz A.2.16 (h) auch f™ eine
Uberlagerung. Also existiert eine offene Umgebung Uy von y, die homdomorph
zu einer offenen Umgebung U, von z ist. Dabei kénnen wir annehmen, dass
U, C U gilt. Folglich ist U, und damit auch U, hom6omorph zu einer offenen
Teilmenge des R™. Daraus folgt die Aussage. O

Mit Hilfe dieses Korollars ergibt sich eine weitere interessante Tatsache:

3.4.24 Korollar:

Sei X ein kompakter Lingenraum und f : X — X eine offene expandierende
Abbildung. Existiert dann eine nichtleere offene Teilmenge U C X mit nach
unten beschrinkter Kriimmung®, so ist X eine topologische Mannigfaltigkeit.

3.4.25 Bemerkung:
Einen Léngenraum mit (nach unten oder nach oben) beschriankter Kriitmmung
nennt man auch einen Alexandrov-Raum.

Beweis von Korollar 3.4.24:

Zunéchst wollen wir zeigen, dass ein kompakter zusammenhéngender metrischer
Raum X, der eine offene expandierende Abbildung f zuldsst, endliche Haus-
dorffdimension hat. Sei A > 1 der Expansionsfaktor von f und k£ € N die nach
Satz 3.4.7 konstante Urbildzahl von f. Da X kompakt ist, kénnen wir ein r» > 0
finden, so dass jeder Ball mit Radius r gleichméfig iiberlagert wird, z. B. kénnen
wir r als Lebesgue-Zahl einer Uberdeckung von X mit gleichmiBig iiberlagerten
Mengen wihlen. Ferner finden wir eine endliche Uberdeckung By, ..., B, von
X mit r-Béllen. Fiir jedes n € Nund i = 1,...,m zerfillt die Menge f~"(B;)
in k" offene disjunkte Mengen, die alle einen Durchmesser < )\—Z; haben und
eine offene Uberdeckung von X bilden. Seien diese Mengen mit C1, ..., Cppn
bezeichnet. Dann gilt fiir jedes 6 > 0

wa({ci}):g diam C;)° Z( > m(2r)® (;)n

5Der Begriff der Kriimmung fiir Lingenriume soll in dieser Arbeit nicht eingefiihrt werden.
Dazu sei auf [Bur 01] verwiesen.
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Folglich gilt auch

2 n
Ms,,f—g(X) = inf {wg({Si})] diam S; < k—z fiir alle z} < m(%)é (%) .

Und damit ergibt sich fiir das J-dimensionale Hausdorffmal von X die
Abschitzung

. . k"
ps(X) = il_)I%M(g,e(X) < m(2r)° lim (—) .

n— oo )\6

Wegen A > 1 kann 6 so grofl gewihlt werden, dass A’ > k und folglich ps(X) = 0
gilt. Damit ergibt sich

dimpyg X < % < 0. (3.11)
Nun konnen wir die Aussage des Korollars auf wohlbekannte Sétze
zuriickfithren: Die offene Teilmenge U C X mit der induzierten Léngenme-
trik ist selbst ein Léngenraum, und damit nach Voraussetzung ein Alexandrov-
Raum. Nach [Bur 01, Theorem 10.8.2, S. 378] ist die Hausdorff-Dimension von
U eine natiirliche Zahl oder oo. Nach (3.11) gilt daher dimy U € Ny. Nach
[Bur 01, Theorem 10.8.3] enthélt U deshalb eine offene dichte Teilmenge, die
eine topologische Mannigfaltigkeit ist. Damit folgt zusammen mit Korollar
3.4.23 die Behauptung. O

3.4.26 Bemerkungen:

e Ein kompakter Lingenraum, der eine offene expandierende Abbildung
zulésst und keine topologische Mannigfaltigkeit ist, hat nach Korollar 3.4.24
auf einer dichten Teilmenge ,, Kriimmung —oco“. Ob es einen solchen Raum
gibt, ist mir nicht bekannt.

e Fordert man zusétzlich eine obere Schranke fiir die Kriimmung auf ganz X,
so ist X nach [Bur 01, Theorem 10.10.13, S. 404] sogar eine Riemannsche
Mannigfaltigkeit mit einem C3-Atlas.

Als weitere Folgerung aus der Beschattungseigenschaft expandierender Abbil-
dungen erhélt man das folgende Robustheitsresultat.

3.4.27 Satz: (vgl [Urb 02, Ex. 3.2.2))
Seien f,g: X — X stetig, g offen und expandierend. Dann gilt:

(a) Zu jedem (3 > 0 existiert ein a > 0, so dass fiir jede stetige Abbildung
®: X — X mit A(go®,Po f) < « eine stetige Abbildung ¥ : X — X
existiert mit go ¥ = Vo f und A(®, V) < g.

(b) Ist auch f offen und expandierend, so existieren zu jedem 3 > 0 Kon-
stanten ay,ag > 0, so dass fiir jeden Homdomorphismus ® € H(X) mit
A(go®,®o f) < ay und A(fo®@ 1, &1 og) < ay gilt: Es existiert ein
Homé&omorphismus ¥ € H(X) mit go ¥ = Vo f und AT (¥, d) < 243.
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Beweis:

(a)

Sei B > 0 gegeben und ' = min{z, 2}, wobei g¢ die Expansionskonstante
von g sei. Nach dem Beschattungslemma existiert ein o = a(3) > 0
gemif der Beschattungseigenschaft (bzgl. g). Gilt nun A(go®, Pof) < «,
so ist fiir beliebiges =z € X die Folge (®(f"(x)))nen, €in a-Pseudo-Orbit
fiir g, denn

d(g(@(f" (), 2(f"*(2))) = d(g(@(f" (), 2(f(f"(2)))) <

Also existiert nach Lemma 3.4.15 hochstens und nach dem Beschattungs-
lemma mindestens ein Punkt y, € X, dessen Vorwirtsorbit O (y,) den
Pseudo-Orbit (®(f"(z)))nen, [-beschattet:

d(®(f™(x)), 9" (y)) < B fiir alle n € Ny. (3.12)

Wir definieren ¥ : X — X durch ¥(z) := y, fiir alle z € X. Dann folgt
mit (3.12):

d(®(z),¥(x)) =d(®(z),y,) <[ firalle z € X.

Um die Giiltigkeit der Gleichung ¥ o f = g o ¥ nachzuweisen, miissen wir
einsehen, dass y7(,) = g(y.) gilt, also dass der Vorwirtsorbit von g(y,) den
Pseudo-Orbit (®(f™(f(z))))nen B-beschattet. Aber dies ist nach (3.12)
klar. Es bleibt die Stetigkeit von ¥ zu zeigen. Sei dazu (zx)ken eine Folge
in X mit limy_,o xp = x. Es ist zu zeigen, dass dann y;, 1= y,, — v, gilt.
Da @ und f stetig sind, gilt ®(f™(zx)) — ®(f"(x)) fir £ — oo und jedes
n € Ny. Sei ko(n) der Index, so dass

A(D(f™ (), (f(2))) < %0 fiir alle & > ko(n).
Dann gilt fiir alle n € Ny und & > ko(n)

(9" k), 9" (y=)) < d(g" (yr), ®(f"(x1))

~—

Nach dieser Abschétzung gilt fiir jeden Haufungswert y* von (yx)ken
d(g"(y"), 9" (y2)) < 8—20 < e fiir alle n € Ny.

Da nach Lemma 3.4.2 g expansiv mit Expansionskonstante g ist, folgt
daraus y* = y,. Da X kompakt ist, existiert mindestens ein Haufungswert
y*. Damit folgt limy_.oc Y1 = Yo

Aufgrund der gleichméfligen Stetigkeit von ® auf dem kompakten Raum
X existiert ein §; > 0, so dass aus d(z,y) < d4 stets d(®(z),P(y)) <
# folgt. Wir setzen 3, := min{}3, Eoég),ég} und wihlen oy = a(8;)
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geméf der Beschattungseigenschaft wie in (a). Dann existiert nach (a)
eine stetige Abbildung ¥, mit go Wy = W, o0 f und A(¥,, ) < 5 < 3.
Analog erhélt man Konstanten B}, ay und eine stetige Abbildung W mit
foWs=Vrogund A(® !, Ty) < B} < 3. Es folgt

VyoWrog=Vs0foW;=goW,0Uy,
und analog ¥yo Wy o f= foWsoW,. Ferner gilt
AV, 0Wpidyx) < A(V0Wp, @oWy)+A(Po Ty, dod Y
< 20(9) | clg) ().

S 6 +T<<€0

und wiederum analog A(¥ oW, idx) < €o(f). Nach Lemma 3.4.2 (c) gilt
damit W oV, = ¥,oW, =idx. Esist also ¥ := ¥, ein Homdomorphismus
mit den gewiinschten Eigenschaften. O

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir noch ein Beispiel fiir expandierende
C'-Abbildungen angeben.

3.4.28 Beispiel:

Wir wollen zeigen, dass der lineare Torusendomorphismus FEy; : T" — T" aus
Beispiel 3.2.3 genau dann expandierend ist, wenn die Betrége der Eigenwerte
von M € Z™" C R™" alle grofler als 1 sind. Sei dazu d : T x T" — ]RSr
eine mit der Topologie von T™ vertrédgliche Metrik. Wir nehmen an, dass Ej,
bzgl. d expandierend ist mit Konstanten A > 1 und gy > 0. Ferner sei ¢ = re'?
ein beliebiger Eigenwert von M. Dann unterscheiden wir zwei Fille:

(1)

Sei |(] = r < 1. Dann existiert ein komplexer Eigenvektor v + iw, so dass

lim M*(v 4 iw) = lim r*e* (v + iw) = 0.

k—oo k—oo

Daraus folgt insbesondere limj; .o M*v = 0. Folglich konvergiert
m(M*v) = EX (7(v)) gegen 1 = 7(0). Also existiert ein ky € N, so dass
d(EX,(7(v)),1) < & fiir alle k > kg gilt. Daraus folgt aber (v = 0 und
damit ¢ = 0. F)y ist folglich bei 1 nicht lokal injektiv, also erst recht nicht
expandierend.

Sei |[¢| =7 =1, also ¢ = €. Dann ist fiir jeden zugehorigen Eigenvektor
v + 1w die kompakte Menge
Sy = {cos(a)v — sin(a)w| a € [0,27]}

vorwértsinvariant unter M, wie folgende Rechnung zeigt:

M cos(a)v — M sin(a)w = cos(a)(cos(p)v — sin(p)w)
— sin(a)(cos(p)w + sin(p)v)
= (cos(p) cos(a) — sin(«) sin(p))v
— (cos(a)sin(p) + sin(a) cos(p))w
= cos(a + ¢)v —sin(a + p)w.
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Wir kénnen ||v + tw|| klein genug wihlen, dass 7(S,,,) C B(1,¢0) gilt.
Daraus folgt

E¥ (7(Syw)) = 7(M*(Sy)) C 7(Spa) fiir alle k € N,

und folglich d(E%,(x), E¥,(1)) < e fiir alle z € 7(S, ) und k € N, woraus
x = 1 und damit S, ,, = {0} folgt. Dies liefert v = w = 0 im Widerspruch
dazu, dass v + iw ein Eigenvektor ist.

Wir haben gezeigt, dass die Bedingung [(| > 1 fiir alle Eigenwerte ¢ von M
notwendig dafiir ist, dass Fj; expandierend ist. Nun seien umgekehrt alle Ei-
genwerte von M dem Betrage nach als groflier 1 vorausgesetzt. Dann ist M
invertierbar und die Eigenwerte von M ~! sind die Inversen der Eigenwerte von
M. Insbesondere kénnen wir ¢ > 0 so klein wihlen, dass r(M 1) +¢ < 1 gilt
(r(M~1) der Spektralradius von M~!). Nach Satz A.6.3 existiert ein C. > 0,
so dass

M~ k|| < Co(r(M™Y) + &)F ||| fiir alle v € R®, k€ N

in der euklidischen Norm gilt. Wir setzen ¢ := C-! und p:= (r(M~1) +¢)~L
Dann ist obige Zeile dquivalent zu:

| MEv|| > ep¥||v]|  fiir alle v € R, k € N.

Nun verwenden wir, dass die universelle Uberlagerung 7 : R" — T7,
m(x1,...,2,) = (¥ . e¥™n) cine lokale Isometrie ist, wenn 7™ mit der
vom euklidischen Skalarprodukt induzierten Riemannschen Metrik versehen
wird. Fiir beliebiges z € T" finden wir ein x € R™ mit n(z) = z. Fiir y := Mz
gilt 7(y) = Epm(z) =@ w. Nach der Kettenregel kommutiert also folgendes
Diagramm:

TR . TR"

Dﬂ'x l J/D'Try

T.1T" — T,T"
D(En)-

Folglich gilt fiir alle v € T,7™ und k£ € N:
ID(Ef)=0ll = | Dmy M* D ol = | M* Dy toll > ep®|| D ol = e o]l

Nach Satz 3.4.4 (und anschlieBender Bemerkung) ist daher Ej; expandierend
in einer geeigneten Metrik. %

Es sollte nicht unerwihnt bleiben, dass man das Beispiel folgendermaflen
verallgemeinern kann: Sei N eine zusammenhéngende und einfach zusam-
menhéngende nilpotente Liegruppe mit einer linksinvarianten Metrik (wie
z. B. R™). Sei ferner I eine diskrete Untergruppe von N mit kompaktem Quoti-
enten N/I' (wie z. B.T' = Z™ C R™). Dann heit N/I" Nilmannigfaltigkeit. Jeder
injektive Endomorphismus ¢ : I' — I' besitzt eine eindeutige Fortsetzung zu ei-
nem Automorphismus A von N. Die projizierte Abbildung ®4 : N/T' — N/T,
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®4(2T") = A(x)T, ist expandierend, falls alle Eigenwerte von A, : h — b (h die
Liealgebra von N) dem Betrage nach grofler als 1 sind. Folgendes Diagramm
veranschaulicht den Zusammenhang zwischen A, A, und 4.

N/T —— N/T

In [Grm 81] wird bewiesen, dass jede im Sinne von Satz 3.4.4 expandierende
C'-Abbildung auf einer kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeit topologisch
konjugiert zu einer Abbildung von diesem Typ ist.






Kapitel 4

Kombinatorisch dquivalente
Systeme

In diesem Kapitel geht es darum, die Konjugationsgleichung in eine Fixpunkt-
gleichung eines geeignet definierten Operators umzuschreiben. Unser Ziel
ist es, fiir stetige Abbildungen f,g : X — X einen sog. Pullback-Operator
Py Hypg — Hyg zu konstruieren, der folgende Gleichung erfiillt:

hof=go®,(h) fir alle h € Hj,. (4.1)

Dabei soll Hy, eine geeignete abgeschlossene Teilmenge von H(X) sein. Offen-
sichtlich ist dann jeder Fixpunkt von ®;, eine Konjugation von f nach g.

4.1 Definition und Eigenschaften

Folgende Definition stellt einen Versuch dar, den Begriff der kombinatorischen
Aquivalenz zu verallgemeinern (siche z. B. [Mel 92, S. 93]).

4.1.1 Definition (Kombinatorisch dquivalentes Funktionensystem):
Es sei L eine Menge von stetigen Abbildungen eines lokal kompakten Haus-
dorflraumes X in sich. H(X) sei mit der kompakt-offenen Topologie ausge-
stattet. Jedem Paar (f,g) € L x L sei eine nichtleere abgeschlossene Menge
Hyty C H(X) und ein stetiger Operator ®¢, : Hpy — Hyq zugeordnet, so dass
folgende Axiome fiir alle f, g, f1, fo, f3 € L erfiillt sind:

[P1] Hpg =H,} und ®y4(h) = ®gp(h~")7" fiir alle h € Hy,.

[P2] Hflfs = Hf2f3 © Hf1f2 und

Cripy(hok)=Qpp(h)o Py, (k)
fiir alle h € Hy,p, und k € Hy, g, .
[P3] hof=go®(h) firalle h € Hy,.
Dann nennen wir das Paar (L£,®) ein kombinatorisch &quivalentes

(Funktionen-)System (auf X ). ®¢, heifit der Pullback-Operator von f

o7
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nach g. Ist jedem f € L eine abgeschlossene vorwértsinvariante Menge By C X
zugeordnet (f(Bf) C By) und jedem Paar (f,g) € £ x L ein Homéomorphismus
Yrg + Bf — By mit h\Bf: Vg + By — By fiir alle h € Hy4, so sprechen wir
auch von einem basierten System und schreiben dafiir (L, ®,)).

4.1.2 Bemerkungen:

e Ist £ = (£, ®) ein kombinatorisch dquivalentes System und A C L, so ist
auch K| 4:= (A, ®|4x4) ein kombinatorisch dquivalentes System.

e Aus den Axiomen [P1] und [P2] folgt, dass H s eine Untergruppe von H(X)
und ®¢; @ Hyp — Hyy ein Homomorphismus ist. Aus Axiom [P1] folgt
nédmlich Hyy = 'H]?fl und aus Axiom [P2] Hsr = Hypo Hyp. Also ist Hyys
unter Komposition und Inversenbildung abgeschlossen. Aus Axiom [P2]
folgt q)ff(h ok)= (I)ff(h) o q)ff(k:) fir alle h,k € Hyy.

e Aus Axiom [P2] folgt insbesondere fiir jedes Paar (f,g) € £ x £ und festes
ho € H fg*

®fg(h) = Pgg(ho) 0 Pys(hy' o h). (4.2)

P4, ist also durch @ ¢ und ®y4(ho) eindeutig bestimmt. AuBerdem ergibt
sich damit die Stetigkeit von ®, automatisch aus der von ®, (Beachte
Satz 2.1.3 (c)). Durch zweimalige Anwendung von Axiom [P2] folgt fiir
beliebige fo, f,g € Lund h € Hyg, ho € Hyog, ko € Hyy,:

yg(h) = Prog(ho) © P pogy(hg ' 0 hoky ') o g, (ko). (4.3)
Also reduziert sich der Stetigkeitsnachweis aller Pullback-Operatoren sogar
auf den eines einzigen (beliebig gewihlten).

e Durch vollsténdige Induktion folgert man leicht aus Axiom [P3] die Identitét
ho f"=g"o®% (h) firalle h € Hp, und n € N. (4.4)

o Ist (L, P,v) ein basiertes System, so folgt aus Axiom [P3] unmittelbar,
dass fiir jedes Paar (f,g) € £ x £ die Einschrinkungen f|p,: By — By und
9lB,: By — By topologisch konjugiert durch 1z, : By — By sind.

4.1.3 Beispiel:
Sei X ein lokal kompakter Hausdorffraum und £ C H(X) eine Menge von
Homdoomorphismen. Wir definieren fiir beliebige f,g € L:

Hpg = H(X), ®sy(h):=g 'ohof.

Dann ist Hy, nichtleer und abgeschlossen. Ferner ist ®;, nach Satz 2.1.3 (c)
stetig, und man {iberzeugt sich leicht, dass die Axiome [P1] - [P3] fiir (£, ®)
erfiillt sind. O

4.1.4 Satz (Eigenschaften kombinatorisch dquivalenter Systeme):
Es sei (L,®) ein kombinatorisch &quivalentes System auf einem kompakten
oder lokal kompakten, lokal zusammenhédngenden Hausdorfiraum X. Dann
gilt:
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(a)
(b)

()

Fiir jedes Paar (f,g) € L x L ist Hy, eine Linksnebenklasse und H,s eine
Rechtsnebenklasse von Hyy.

Hyy und Hfg sind fiir beliebige f, g, f,§ € £ homdomorph. Auflerdem gilt:
H g ist abgeschlossen (in H(X)) genau dann, wenn Hpp abgeschlossen ist
fiir ein beliebiges F' € L.

Ist X kompakt und metrisierbar, so ist (H 4, A*) ein vollstindiger metri-
scher Raum.

Beweis:
Nach Satz 2.2.1 bzw. 2.2.2 ist (H(X), 7co) eine topologische Gruppe.

(a)

()

Nach Axiom [P2] gilt zum einen

Hrg=HrgoMHysp (Setze fi = fo=fund f3=g.) (4.5)
und zum anderen

Hep=HgroHpg (Setze f = f3= fund fo =g.) (4.6)

(4.5) lasst sich auch schreiben als

Hig= |J hoHyy
hEHfg

Hy, ist also eine Vereinigung von Linksnebenklassen von H¢. Wir wollen
zeigen, dass jedoch hy o Hyy = hg o Hyy fiir beliebige hi, ho € Hyg gilt.
Dies ist dquivalent zu hy " o hy € Hyp. Nach Axiom [P1] gilt H,; = Hj?gl,
also hy ' € Hys. SchlieBlich folgt aus (4.6) hy ' ohy € Hyy. Es gilt folglich
Hyrg = ho o Hyy fiir alle hg € Hy,. Analog zeigt man, dass H,y eine
Rechtsnebenklasse von Hy ist.

Um einzusehen, dass Hy, und H i homoomorph sind, betrachte man fol-
gende Kette von homéomorphen Riumen:

Hpg = Hyp =My = Hip = Hige

Ein Homdomorphismus von Hy, nach Hys ist beispielsweise durch h
hal o h mit hg € Hy, gegeben. Da also Hrp und Hy, homéomorph sind
durch die Einschréinkung eines Homéomorphismus H(X) — H(X), ist die
Abgeschlossenheit von Hpp dquivalent zu der von Hy,.

Ist d eine Metrik auf X, so ist nach Satz 2.2.1 (H(X), A¥) ein vollstéindiger

metrischer Raum. Dann ist (H,, A) als abgeschlossener Teilraum von
(H(X), A*) nach Satz A.1.40 ebenfalls vollstéindig. O

4.1.5 Satz (Stetigkeit von Pullback-Operatoren):

Es sei (L, ®) ein kombinatorisch édquivalentes System auf einem kompakten oder
lokal kompakten und lokal zusammenhéngenden Hausdorflraum X. Dann sind
fiir jedes Paar (f,g) € L x L folgende Aussagen dquivalent:

(a)

@y, ist stetig.
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(b) Es existieren fo € £ und hg € Hyys, so dass Py, s, stetig bei hg ist.

(¢) Falls (Hsy, Tco) metrisierbar ist durch die Supremumsmetrik At @, ist
gleichméBig stetig bzgl. A.

Beweis:

Aquivalenz von (a) und (b): Ist ®;, stetig, so ist wegen (4.3) auch @y, s, ste-
tig, insbesondere in hg. Ist umgekehrt @y s, stetig in hg, so ist @y, s, iiberall
stetig, da @y 7 Hyopo — Hipofo Dach Axiom [P2] ein Gruppenhomomorphis-
mus und Hy, s, als Untergruppe von H(X) (nach Satz 2.2.1 im kompakten Fall
bzw. nach Satz 2.2.2 im lokal kompakten Fall) eine topologische Gruppe ist.
Aufgrund der Identitéit (4.3) ist dann auch ®y, als Hintereinanderschaltung
stetiger Abbildungen stetig (Beachte hier Satz 2.1.3 (c)).

Nun sei H 4 metrisierbar durch A. Es reicht zu zeigen, dass aus der Stetigkeit
von @4 : Hypg — Hyg die gleichmiflige Stetigkeit folgt. Seien dazu € > 0 und
ho € Hy4 beliebig gewéhlt. Aus der Stetigkeit von ®, bei hg folgt:

30 >0: A(h, ho) <= A((I)fg(h),q)fg(ho)) <e.
Fiir beliebige h, hi € Hfy mit (2.1) und (4.2) folgt unmittelbar

A(h,hy) = A(hohytohg,hg) < 3§ = A(®sy(hohitohg),®sy(ho)) < e
= A(®s (hohytohg)o®ss(hgt ohy), ®sy(ho) 0 ®sp(hyt o hy))
= A(@pg(h), pg(h1)) <e.

Damit ist die gleichméflige Stetigkeit von ®, bzgl. A gezeigt. 0

4.1.6 Korollar (Erweiterter Pullback-Operator):

Es sei (X, d) ein kompakter oder ein lokal zusammenhédngender und lokal kom-
pakter metrischer Raum. Ferner sei (L,®) ein kombinatorisch &quivalentes
System auf X, und f,g € L. (cl(Hsq),7co) C (C(X),Tco) sei vollstindig
metrisierbar durch A.? Dann existiert ein eindeutig bestimmter gleichméiBig
stetiger Operator %, : cl(Hzg) — cl(Hyg), so dass @} |y, = Pfy und

hof=go®%,(h) fiiralle h € cl(Hg).
Wir nennen @}g den erweiterten Pullback-Operator von f nach g.

Beweis:

Ist X kompakt, so ist nach Satz 2.1.6 und Satz A.1.40 (cl(H4),A) ein
vollsténdiger metrischer Raum. Da ®;, nach Satz 4.1.5 gleichméBig stetig ist,
existiert nach Satz A.1.41 eine eindeutig bestimmte gleichméfig stetige Fortset-
zung von ® sy nach cl(Hy,). Diese werde mit % bezeichnet. Essei h € cl(Hyg).
Dann existiert eine Folge (hy)nen in Hyg mit lim,, o0 by = h. Also gilt:

hpof=go®sy(hy) fiir alle n € N.

Wie wir bereits gezeigt haben, ist dies stets der Fall, falls (X, d) ein kompakter metrischer
Raum ist, nach Satz 3.3.1 aber z. B. auch, falls Hy, = Hr(X, ¢).
Dies ist im kompakten Fall stets erfiillt.
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Damit ergibt sich unter Beachtung der Stetigkeit des Operators h — g o h:
hof = A-lim (hyo f)=A- lim (go ®y(hy,))
n—oo n—oo

= goA-lim ®s,(h,) =go®sy(A- lim hy) =go ®sy(h).

4.1.7 Bemerkung:

Jeder Fixpunkt h des erweiterten Pullback-Operators @}g ist eine Semikonju-
gation von f nach g, die sich als Limes einer Folge von Homd&omorphismen
darstellen lisst, im eindimensionalen Fall (X = [0,1] oder X = S!) also eine
monotone stetige Surjektion.

4.2 Konstruktion kombinatorisch Aquivalenter Sys-
teme

Der folgende Satz liefert die Existenz kombinatorisch dquivalenter Systeme von
Liftungen bzgl. einer vorgegebenen normalen Projektion.

4.2.1 Satz (Kombinatorisch dquivalente Systeme fiir Liftungen):

Sei 7 : X — X eine normale Projektion mit Decktransformationsgruppe T.
Sei ferner F € Hy,(X) eine Liftung von F € C(X). Dann existiert ein kombi-
natorisch dquivalentes System (£~, <i>) auf X, wobei £ alle Homéomorphismen
f € Hi(X) enthilt, fiir die es einen Homéomorphismus o € H(X) mit einer
Liftung & € HL(X') gibt, so dass folgendes Diagramm kommutiert:

f*

Beweis:

(1) Definition von d: Seien f,§ € L£. Dann existieren Homéomorphismen
ay, ag € H(X) mit Liftungen ay, &g € Hi(X), so dass F* o} = ajo f*
und F* o ay = agog*. Da a, als Liftung eines Homdomorphismus nach
Satz 3.1.8 (c) einen Automorphismus auf I" induziert, folgt

(@) odyo [ =g o (a;) Mo a.

Wir s~etzen pi= gy = (d;)_l oda} und ﬂfg = Hp (X, g~0) Da d;l oday €
HL(X,p), ist H 73 nichtleer. Der Pullback-Operator & 73 wird definiert

durch
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Es ist zu zeigen, dass ifg(HL(X',Lp)) C Hi(X,¢) gilt. Sei also h €
Hp(X,¢) und v € T. Dann folgt

@ (h)oy =g lohofoy=g"oh*(f*(y)ohof
=g lop(fr()ohof=g"og (e()ohof.

Aus goy=g*(y)ogfolgt yog ' =g og*(y), also
b () oy = p(v)og ohof=p(y)odsh).
P

(2) Fiir jedes v € I ist der durch

ist also wohldefiniert. Die Stetigkeit ist nach Satz 2.1.3 (c) klar.

IL,:hs hoyoh™!| H(X)— H(X),

definierte Operator stetig, da (H(X), Zco) nach Satz 2.2.2 eine topologi-
sche Gruppe ist. Ferner gilt

Hi(X,9) = ()T (0 ().

vel’

Als Schnitt abgeschlossener Mengen ist H L(X' , ) damit abgeschlossen.

(3) Nachweis der Aziome [P1] und [P2]:
[P1] Sei ¢ = (0‘22_1 o a}. Dann ist ol = (a})_l o ay. Pamit ist
Hip = Hr(X, o !). Es ist also zu zeigen, dass Hp(X,¢) ! =
HLgX, @~ 1) gilt. Das ist klar, denn hovy= o(y) o h ist dquivalent

zuhtoy = (7)) oh L. Ferner gilt

@gf(ifl)fl = (ffl oh~! og)f1 =5 lo ho f = ifg(h).

[P2] Dies ergibt sich aus einer #hnlich einfachen Uberlegung wie [P1].
O

4.2.2 Bemerkung: B
Fixpunkte des Pullback-Operators ® 73 liefern Konjugationen von f nach g. Hat

némlich @ ;. einen Fixpunkt h € H (X, ), so ist h Liftung eines Homdomor-
phismus A : X — X, und es gilt
hofor=mohof=mogoh=gohonr.

Aufgrund der Surjektivitéit von 7 folgt ho f = g o h.

4.2.1 Systeme stiickweise monotoner Intervallabbildungen

In diesem Unterabschnitt wollen wir kombinatorisch dquivalente Systeme von
stiickweise invertierbaren Abbildungen eines kompakten Intervalls auf zwei ver-
schiedene Arten konstruieren. Aus der ersten Konstruktion ergibt sich unmit-
telbar ein Konjugationsresultat. Wir bezeichnen dabei mit I stets das kompakte
Einheitsintervall [0, 1].
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4.2.3 Definition (Stiickweise monotone Intervallabbildungen):

Eine stetige Abbildung f : I — I mit einer endlichen Zahl von lokalen Ex-
tremalstellen heifit stiickweise monotone Intervallabbildung. Eine solche
Abbildung heiit r-modal (r € N), falls sie genau r Extremalstellen im In-
neren von I besitzt und f(bd(I)) C bd(I) gilt. Genauer fordern wir, dass es
Punkte 0 = ¢y < ¢1 < -+ < ¢ < ¢p41 = 1 gibt, so dass die Einschrinkung
fj= f|[cj_1’cj] fir j=1,...,r+ 1 streng monoton ist, und dass sich bei jedem
der Punkte ¢j (j =1,...,r) das Monotonieverhalten von f éndert. Die Menge
aller r-modalen Abbildungen werde mit M, (I) bezeichnet. Die 1-modalen Ab-

bildungen werden auch unimodal genannt. Fiir jedes j € {1,...,r + 1} be-
zeichnen wir das offene Intervall (aj—1,a;) mit I; = I;(f). Die Punkteci,...,c,
heiBen auch kritische Punkte von f, und wir setzen Cy := {cy,...,c,}. Ferner

definieren wir die postkritische Menge von f durch

Pr=d(|J 14Cp).

keN

4.2.4 Bemerkungen:

e Die Forderung f(bd(I)) C bd(I) ist keine wirkliche Einschrinkung, denn
jede stetige Abbildung eines kompakten Intervalls in sich kann auf ein grofie-
res Intervall fortgesetzt werden, so dass der Rand des gréfleren Intervalls in
sich abgebildet wird.

e Da wir das Einheitsintervall I als kompakten Teilraum von R (mit der eu-
klidischen Topologie) betrachten, kénnen wir auf C(I) mit der Supremums-
metrik A arbeiten.

e Jede zu einer r-modalen Abbildung f : I — I konjugierte Intervallabbildung
g : I — I ist offensichtlich wieder r-modal. Ist ndamlich A eine Konjugation
von f nach g und C¢ = {c1,...,¢}, soist Cg = {h(co),...,h(cr41)}.

Ohne die Allgemeinheit wesentlich einzuschréinken®, werden wir ab jetzt nur
streng monoton wachsende Homo6omorphismen als Konjugationsabbildungen
in Betracht ziehen. Fiir die Menge dieser Homdomorphismen schreiben wir
H*(I). Sie ist offensichtlich eine abgeschlossene Untergruppe von H([).

Nun seien f,g : I — I r-modale Abbildungen mit Partitionen 0 = co(f) <

a(f)<--<e(f)<cea(f)=1von fund 0 =cy(g) <ci(g9) <--- < cr(g9) <
¢r+1(g) = 1 von g. Wir definieren als Definitionsbereich des Pullback-Operators

® s, von f nach g die Menge
My = {h e HH D] W7 e (1) = ¢*(es(0)) Vh € No.0 < j < 741}, (47)

Damit ergibt sich das folgende Resultat:

3Tst f zu g topologisch konjugiert mittels h~ € H~(I) := H(I)\H(I), so sind f und
g=iogoi ' i(x):=1—x, topologisch konjugiert mittels h™ =ioh™ € HT(I).
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4.2.5 Satz und Definition:

Sei F' € M,(I). Dann existiert ein eindeutig bestimmtes maximales basiertes
System KC(F') = (£, ®,1) von r-modalen Abbildungen mit F' € L, so dass Hy,
geméf (4.7) definiert ist. Dabei ist

Urg: Pr— Py, fH(ci(f) = 9" (c;(9))-

K(F) heifit das von F erzeugte kombinatorisch dquivalente Funktio-
nensystem. Zwei Abbildungen F,G € M, (I) heien kombinatorisch &qui-
valent, falls K(F) = K(G).

4.2.6 Bemerkung:

g ist natiirlich durch die Zuordnung fk(c](f)) — gk(cj(g)), j=1,...,r,
k € N, eindeutig bestimmt, da die Menge der Vorwértsorbits aller kritischen
Punkte dicht in der postkritischen Menge liegt.

Beweis:

(a) Definition von L: Sei L = {f € M,(I)|] H¢r # 0}. Dann gilt Hy, # 0
fir beliebige f,g € L, denn es gilt stets hy o hy € Hyg, falls ho € Hp # 0
und hy € Hyp # 0. Aus ho(f*(c;(f))) = F¥(c;(F)) und by (6" (¢;(9))) =
F*(c;j(F)) folgt némlich hy o ha(f*(c;(f))) = g"(c;(9))-

(b) Definition von ®4: Es seien f, g € L beliebig gewéhlt. Um die Notation
zu vereinfachen, bezeichnen wir die Partition von f mit 0 = ag < a1 <
coo<ap <apy; =1und dievon g mit 0 =0y < by < - < b, <bpp1=1.
Fiir beliebiges h € Hy, definieren wir

Pro(h)(x) := gj’1 oho fj(x), fallsz € [aj_1,a;].

Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn wegen h(f(a;—1)) = g(bj—1) und
h(f(aj)) = g(b;), bildet die streng monotone und stetige Abbildung h das
kompakte Intervall mit den Randpunkten f(a;—1) und f(a;) homéomorph
auf das kompakte Intervall mit den Randpunkten g(b;—1) und g(b;) ab.
Dieses ist gerade der Definitionsbereich der Abbildung g;l. Die Abbildung
®44(h) ist zudem stetig, was auf den Intervallen I; = (a;_1,a;) trivial ist,
und an den Partitionspunkten a; durch die Identitét

g5 ' (h(f(a;))) = g5 ' (g;(b))) = b;
= 951(95+1(0)) = 954 (W fi1(ay)))

gewdhrleistet wird. Die Injektivitdt von ®f4(h) folgt dann schlielich
aus der Injektivitdt der hintereinandergeschalteten Abbildungen und die
Surjektivitat aus ®74(h)(0) = 0, ®f4(h)(1) = 1 und dem Zwischenwert-
satz. ®sq(h) ist offensichtlich streng monoton wachsend und somit gilt
®ry(h) € HY(I). Fiir jedes k € No und j € {0,1,...,r + 1} existiert
mindestens ein jo € {1,...,r+ 1}, so dass f*(a;) € [aj,—1,a;,] und damit
9" (b)) € h([ajo-1,a5]) = [bjo-1,bj]. Also gilt

®pg(h)(f*(az)) = g3." 0 ho fio(f*(a))
= g5, (h(FT(a)))) = ;.1 (6" (87)) = 9" (b))
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Damit ist die Vorwértsinvarianz von Hy, unter @, gewéhrleistet.
(c) Amiome und Abgeschlossenheit von Hyq: Trivial.

(d) Stetigkeit von ®f,: Um die Stetigkeit von @, nachzuweisen, sei ¢ > 0
beliebig gewéhlt. Aufgrund der gleichméfigen Stetigkeit von g;l auf dem
kompakten Definitionsbereich g;([bj_1,b;]) existiert ein d; > 0, so dass
fur alle z,y € g;([bj—1,b;]) mit |z — y| < §; gilt: |g;1(x) - g;l(y)| < e.
Wiéhlen wir = minj—y . ,410;, so gilt fiir beliebige hi, ho € Hyy:

A(hl,hg) <) & \hl(y) — hg(y)‘ <9 Vy el
= 950 (W) = g5 (h2(y))] <eVy € I
= |gﬂi)(h1(fj(x)($))) - gﬂi)(hz(fj(x)(ﬁ)))| <eVwxel
= A(q)fg(hl)a@fg(hQ)) <e.

(e) Eindeutigkeit und Mazimalitit: Da L bereits alle r-modalen Abbildungen
[ enthélt, fir die Hyp # 0 gilt, ist £ (in diesem Sinne) maximal. Die
Eindeutigkeit von (£, ®) ist klar fir £. Fiir ® ist sie auch leicht einzusehen:
Sei <I>'fg : Hyg — Hyg ein weiterer Pullback-Operator von f nach g. Dann
folgt fiir alle h € H gy

go®se(h) =go Q)}g(h).
Da @yy(h), @, (h) € Hyg, bilden diese HomGomorphismen das Intervall
[aj—1,a;] auf [bj_1,b;] ab. Da g; = glp,_, p,) injektiv ist, folgt
95 © @pg(Mla;_10,) = 95 © (I)/fg(h)‘[aj—lvaj]
= Drg(h)(x) = D, (h)(x) fir alle z € [a;_1,a;].
]
4.2.7 Korollar (Konjugiertheit r-modaler Abbildungen):
Sind f,g € M,(I) zwei kombinatorisch édquivalente r-modale Abbildungen,

so existiert eine streng monoton wachsende Bijektion o : |J,cp f"(Cy) —
Unez 9"(Cy), so dass das Diagramm

Usez FH(C5) —1— Upen £4(Cy)

Ukez g (Cy) T Urez gk(Cg)

kommutiert. Liegen die Mengen U,y f¥(Cy) und Uyey 9%(Cy) dicht in I, so
ldsst sich o zu einer Konjugation h : I — I von f nach g fortsetzen.

Beweis:
Fiir jedes n € Ng und F € {f, g} definieren wir

An(F) = | F¥(Cr), Ax(F):= ] F*(Cr).
k>—n keZ
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Seien h € Hyy und n € N beliebig gewéhlt. Sei ferner z € f~"(¢;(f)) fiir ein
je{l,...,r}. Dann folgt

fo()(@) € g7 ((f"(x))) = 97" (e () = g7 "(¢;(9))-

Insbesondere kommutiert fiir alle H € @}‘Q(H fg) und n > 1 das Diagramm

An(9) - An-1(9)

und offensichtlich ist o, := H|a,(5): An(f) — An(g) eine wohldefinierte, von
der Wahl von H unabhéngige, streng monoton wachsende Bijektion. Daher ist
die durch

0:Ax(f) = Ax(g9), o(x) :=on(x) fir alle z € A,(f), n €N,

definierte Abbildung ebenfalls streng monoton wachsend und bijektiv. Ferner
gilt o(f(z)) = g(o(x)) fiir alle v € Ax(f). Falls die Mengen A (f) und Ax(9)
beide dicht in I liegen, findet sich zu jedem x im Inneren von I eine monoton
wachsende Folge (xp)nen in Aoo(f) mit lim, .o &, = z. Dann ist die durch
h(z) := lim,, o o(zy), h : I — I, definierte Funktion eine Konjugation von f
nach g. (Die Surjektivitidt von h folgt daraus, dass auch A (g) dicht in I liegt;
die strikte Monotonie iibertrigt sich von ¢ auf h.) 0

4.2.8 Bemerkungen:

e Aus Korollar 4.2.7 folgt, dass unsere Definition von kombinatorischer Aqui-
valenz die kombinatorische Aquivalenz im Sinne von [Mel 92, S. 93] impli-
ziert.

¢ Die Voraussetzung, dass die Menge | J;c5, F*(CF) dicht in T liegt, ist insbe-
sondere erfiillt, wenn F' topologisch transitiv oder stiickweise expandierend
ist (siehe z. B. [Fot 01]).

Nun wollen wir noch eine zweite Methode zur Konstruktion von kombinato-
risch dquivalenten Funktionensystemen vorstellen, die Aussagen iiber die Kon-
jugiertheit von stiickweise monotonen Intervallabbildungen zulassen. Dabei be-
trachten wir ausschlieflich r-modale Abbildungen f mit f(c;(f)) € bd(I) fiir
i =1,...,r, da diese, wie wir sehen werden, bzgl. einer geeigneten normalen
Projektion zu Homoéomorphismen liftbar sind. Es erweist sich als giinstiger,
r-modale Abbildungen auf [—1, 1] statt auf [0,1] zu betrachten. Den entspre-
chenden Funktionenraum bezeichnen wir mit M,.([—1,1]). Mit H T (R) seien die
monoton wachsenden und mit H~(R) die monoton fallenden Hom&omorphis-
men in H(R) bezeichnet. Wir definieren die Abbildung

m:R—[-1,1], w(x):= —cos(2mx).
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Dann ist, wie man sich leicht anhand der Eigenschaften der Cosinusfunktion
iiberlegt, die Einschrinkung

n+1]7 Ty - [%7117“] — [—1,1]

fir alle n € Z ein Hom6omorphismus. Nach Beispiel 3.1.9 ist 7 eine normale
Projektion4 mit Decktransformationsgruppe

I'= {'y;t}kez;, wobei 'y,f(x) =kt

4.2.9 Notation:
Wir verwenden ab jetzt die Abkiirzungen f1 1 (bzw. f1 |) fiir ,f1 = flj_1,q,] ist
monoton wachsend (bzw. fallend)“.

4.2.10 Satz (Liftungen r-modaler Abbildungen):

Sei f € M, ([-1,1]). Gilt f1 T (bzw. f1 |), so existiert genau eine monoton
wachsende (bzw. fallende) Liftung f € H(R) von f mit f(0) =0 (bzw. f(0) =
%) Der von f auf I" induzierte Endomorphismus ist gegeben durch

Vot falls f1 1 und v =+
) =4 e falls i Lound y =77
r}/:(r—l—l)n-}—l falls f1 l und v = 777

Beweis:

(1) Ewistenz: Auf dem Intervall [0, 3] definieren wir f wie folgt:

2w ofjom(x) falls f1 1
f(z) .—{ WJ:; o fj, omo(z) falls fy |

bt € om0 mi o)
Dabei lduft j von 1 bis r» 4+ 1. Dies ist sinnvoll, denn
0=y (—1) =my " (ag) <7y (a1) <+ < mp ' (ary1) =m5 (1) = 1.
Ferner gilt

Filmo([mg H(aj-1), w5 (a7)]) = fi(laj—1, a5)) = [-1,1],

woraus folgt:

m 4 (=11]) = [ 5 falls f |

Flms aj—1)s w3 (a5)]) :{ ma(=L ) = [ 4] falls i }

Es ist also f([0, 1)) = [0, ], falls f; monoton wichst, und andernfalls
f(o, i) = [-%,3]. Die Stetigkeit von f ist lediglich an den Stellen

7y (aj) zu iiberpriifen:

4Das negative Vorzeichen vor der Cosinusfunktion hat keine wesentlichen Auswirkungen.
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Fall 1: f1 7: Dann ist zu zeigen, dass W;fl(fj(aj)) = 7Tj_1(fj+1(aj)) fiir j =
1,...,rgilt. Esist f(—=1) = f(ap) = —1 und daher f;(a;) = fj+1(a;) =
f(a;) = (—1)7*1. Ferner gilt

A1) = o (D)) = 4,

da 77]',1(%) = —cos(mj) = (—=1)7*! und % € [%,%] N [%,M] Weil
jede der Kompositionen 77]71 o f; o my streng monoton ist, ist es auch f.

Genauer: f ist streng monoton wachsend, da 7y streng monoton wichst
und f; und 77]111 stets vom gleichen Monotonietyp sind.

Fall 2: f1 |: Dann ist zu zeigen, dass wf_lj(fj(aj)) = W:}(fj+1(a/j)) fiir
j=1,...,rgilt: Esist f(—1) = f(ap) = 1 und daher f;(a;) = fjt1(a;) =
f(a;) = (=1)7. Ferner gilt

T ((1)7) = 72 ((-1)) = 5,

L ' A L . L o
dam;("5") = —cos(n(l — 7)) = (=1)) und S € [-5, ZIN[FH 5.
Da jede der Kompositionen m; o fj o mo streng monoton ist, ist es auch
f. Genauer: f ist streng monoton fallend, da my streng monoton wichst
und f; und W;Ej stets von unterschiedlichem Monotonietyp sind.

Auf [1,1] definieren wir f durch

i) ::{ r+l—f(l—z) falls f; 1 }

—r—f(1—z) falls f1 |

Das ist sinnvoll, da 1 — [%, 1] =10, %] AuBerdem ist f bei % wohldefiniert,

denn

(1) = r+1—f3)=r+1- = falls £, 1
2 r =1 fallsfi | f

Offensichtlich ist f dann auf [0,1] monoton und es gilt f1(1) = r + 1,
falls f; 7 und andernfalls fi(1) = —r — % Durch fljp,) ist f eindeutig
bestimmt, denn

m(f(x +n)) = f(r(z+n)) = f(r(x)) = n(f(x)) fir alle n € Z,

woraus folgt, dass f nur periodisch fortgesetzt werden kann durch

- . f(x) + n(r + 1) falls f1 1 .
flx+n):= { Fa) —n(r+1) falls f | } fiir alle n € Z.

Es ist offensichtlich, dass die so fortgesetzte Abbildung ein Homdomor-
phismus f : R — R ist und nach Definition ist fonm = 7o f erfiillt.
AuBlerdem folgt sofort

falls f1 1

+
, v
*(aF) (r+1)n ..
I () { ’Yf(m)n fals £, | } fiir alle n € Z.
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Ferner gilt nach Definition fiir f; 7
Fon @) = f(caz+n)=fA-z+n-1)=fl-2)+(n-1)(r+1)
= —f(@) + (r+ 1)+ (n =) +1) =, (@),
und fir f |:
Fon @) = f(-o+n) =f0-z+mn-1)=[1-2)=(n=1)(r+1)
= —f(@) —r— (=1 +1) =771, ([(@))
(2) Eindeutigkeit: (O. B. d. A. nur fiir f; 1) Sei f' : R — R ein weiterer

monoton wachsender Homéomorphismus mit f/(0) = 0 und for = o f'.
Dann gilt also

cos(2 f(2)) = cos(2nf'(z)) = fla) =k = f'(x)
fiir ein k € Z. Aus f(0 ) = f(0) = 0 folgt k = 0, und da f’ und f beide

monoton wachsen, gilt f = f'. O
4.2.11 Satz: o
Zu jedem r € N existieren kombinatorisch dquivalente Systeme (LT, 1)
bzw. (L7, ®7) auf R, so dass jede r-modale Abbildung f € M, ([~1,1]) entwe-

der eine L1ftung in £+ besitzt, falls fi 1, oder eine Liftung in £~ fa]ls fil

Beweis:

Nach Satz 4.2.10 existieren Endomorphismen ¢* : I' — T, so dass jede r-modale
Abbildung F € M, ([-1,1]) mit F} T (bzw. F} |) eine streng monoton wach-
sende (bzw. fallende) Liftung F besitzt, die den Endomorphismus ¢ (bzw. ¢ ™)
induziert. Der Rest folgt aus Satz 4.2.1. g

4.2.2 Systeme von Uberlagerungen kompakter Hausdorffriume

In diesem Abschnitt sei X ein hinreichend zusammenhéngender kompakter
Hausdorffraum.® Fiir die Menge aller Abbildungen f € C(X) mit f(x) = z1
schreiben wir C(X, zg,z1). Wir wollen basierte Systeme von Uberlagerungen
f : X — X mit Fixpunkten konstruieren. Fiir zwei solcher Uberlagerungen f
und g mit Fixpunkten x; bzw. x4 definieren wir die Menge

My = {h € H(X)| hufe = gihs t m (X, 25) — m1(X,24)} - (4.8)

Eigentlich hingt Hr, noch von z ¢ und z, ab, aber um die Notation zu vereinfa-
chen, schreiben wir nur H, statt H g (¢, 24). Hyg enthélt also alle Hom6omor-
phismen h € H(X), fiir die folgendes Diagramm kommutiert:

m(X,z;) —2 (X, 2)

| I

Wl(Xa xg) ‘—g‘—> 771(X, ﬂCg)

°Es wird sich zeigen, dass die Voraussetzung ,hinreichend zusammenhéngend®, die die
Existenz einer universellen Uberlagerung 7 : X — X garantiert, hinreichend fiir die Stetigkeit
von Pullback-Operatoren ist.
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Um die Existenz basierter Systeme von Uberlagerungen mit H, wie in (4.8)
nachzuweisen, benottigen wir das folgende Lemma.

4.2.12 Lemma:

Seien xg, z1 € X. Dann besitzt jede Abbildung f € C(X,xo,x1) eine Umgebung
W (f) in (C(X,x0,21),7c0), so dass g« = f« : m(X,x0) — m(X,z1) fiir alle
g € W(f) gilt.

Beweis:

Da X hinreichend zusammenhéngend ist, existiert die universelle Uberlagerung
7 : X — X. Aufgrund der Stetigkeit von f und der (lokalen) Kompaktheit
von X finden wir zu jedem x € X eine relativ kompakte offene Umgebung
Vz, so dass f(cl(V,)) ganz in einer von 7 gleichméBig iiberlagerten Umgebung
Uf(z) von f(z) liegt. Die offene Uberdeckung {Vi}zex besitzt eine endliche
Teiliiberdeckung {Vy, }i-;. Wir setzen K; := cl(Vz,) und U; := Uy, fiir i =
1,...,n. Dann wird durch

n

W= (K, Uil

offensichtlich eine offene Umgebung von f definiert. Sei g € W beliebig gewihlt
und « : I — X ein geschlossener Weg mit Basispunkt xg. Wir zeigen nun, dass
die Wege foa und goa homotop relativ x; sind. Daraus folgt f.([a]) = g«([c]),
womit die Aussage bewiesen ist.

Fiir jedes i = 1,...,n ist o !(int(K;)) offen in [0, 1] und zerfillt damit in offene
Zusammenhangskomponenten, d. h. in offene disjunkte Teilintervalle I;; von
[0,1], j € J;. Die Menge T := {I;j| i = 1,...,n, j € J;} ist offensichtlich
eine offene Uberdeckung von [0,1]. Wir wiihlen eine endliche Teiliiberdeckung
{I(l), e ,I(m)} C T aus. Die I seien so angeordnet, dass inf 70— < inf ()

fir ¢ = 2,...,m. Dann finden wir eine Partition 0 = tg < t; < -+- < t,, = 1,
sodass t; € 16"V N IO fiir 4 = 1,...,m gilt. AuBerdem finden wir nach
Konstruktion zu jedem ¢ = 1,...,m ein j(i) € {1,...,n} mit a([t;—1,t]) C

int(Kj(;)). Wegen f(Kjq)) C Ujy und g(Kj;)) C Ujg; gilt dann
foa([ti—1,t:]) CUjuy und goa(lti—1,t]) C Ujg firi=1,...,m.

Wihlen wir einen beliebigen Punkt &g € 7~ 1(x), so kénnen wir also die Wege
Joa und g o« entlang der Kette Uj(y),...,Ujm) zu Wegen ayf,aqy : [ — X
mit Anfangspunkt Zg liften. Dann miissen die Liftungen aber auch die gleichen
Endpunkte ay(1) = a4(1) haben, da diese im gleichen Blatt iiber Uj,, liegen.
Da X einfach zusammenhiingend ist, sind die gelifteten Wege homotop relativ
der Endpunkte mittels einer Homotopie H. Dann ist offensichtlich H := 7o H
eine Homotopie von f o« nach go « relativ xg, womit die Aussage bewiesen ist.

0

4.2.13 Satz und Definition:
Es sei F : X — X eine Uberlagerung mit Fixpunkt zp. Dann existiert genau
ein maximales basiertes System K(F,zr) = (£, ®,%) von Uberlagerungen (mit
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Fixpunkten), so dass F' € £ und H s, wie in (4.8) definiert ist.5 Dieses heifit das
von (F,xfp) erzeugte kombinatorisch dquivalente Funktionensystem.

Uberlagerungen F und G mit Fixpunkten zp und zg heiBen kombinatorisch
dquivalent, falls K(F,zp) = K(G, zq).

Beweis:

(1)

Definition von L:
L:={feCX)|f Uberlagerung mit Fixpunkt z; und Hyp # 0} .

Dann gilt Hy, # 0 fiir beliebige f, g € £, denn es gilt stets hy o hy € Hyy,
falls hy € Hyp # 0 und by € Hyp # 0. Aus ho. fu = Fohow s m(X, 25) —
(X, xp) und hilg. = Fuhyl : m(X,x,) — 7 (X, xp) folgt ndmlich

hl*hZ*f* = hiFihoy = g*hl*hQ* : 771(X7 xf) - 771(X7 xg)-

Definition von ®sq: Aus hy fy = gihy folgt hy fomi (X, 25) = gom1(X, 24).
Also existiert nach dem Liftungstheorem und dem Eindeutigkeitssatz fiir
Liftungen zu jedem h € Hy,4 ein eindeutig bestimmter Homdomorphismus
h € H(X) mit hof = goh und B(xf) = 4. Wir konnen daher ® ¢4 (h) := h
setzen. Dass ®74(h) € Hy, gilt, sieht man wie folgt: Aus ho f = goh folgt
gihe = hofs = g*iL* s (X, xf) — (X, 24). Da g eine Uberlagerung
ist, ist g, injektiv. Also gilt hy = hs und damit b, f, = g.hs. Es folgt
Org(Hyg) C Hyg-
Nachweis der Aziome [P1] und [P2]:
[P1] Offensichtlich gilt h.f. = g.h.« genau dann, wenn (h~!),g, =
hitge = bt = fulh™Y).. Also gilt Hpy = H_ ! Aus ho f =
go®sg(h) und hlog= fo®,p(h™ ) folgt

hlohof=nh"togods(h)=fod,r(h™")o®sy(h).

Andererseits gilt natiirlich idx of = f oidx. Da zudem nach Vor-
aussetzung @, ¢(h 1) o @ ¢(h)(zf) = z gilt, folgt aus dem Eindeu-
tigkeitssatz fiir Liftungen ®,p(h™1) = ®4,(h) L.

[P2] Aus hi € Hy, 5, und hy € Hy, 5, folgt
(ho 0 h1)x © f1x = hox foxhix = fachoshis = f3. 0 (ho 0 hy)s.

Also gilt Hyp,p © Hppy C Hypyp,.  Umgekehrt ldsst sich jeder
Homoomorphismus h € Hy, r, schreiben als h = hy o hy mit
hi1 € Hy 5, und hy € Hp,p,. Dabei kann hy beliebig gewihlt und
hy :=hoh' gesetzt werden. Weiter gilt

haohyo fi = f30®pp,(ha) o Py p,(h1) = f30 Py py(ho o hy).

Aus dem Eindeutigkeitssatz fiir Liftungen folgt wieder

(I)flfs (h2 © hl) = q)f2f3 (h2) © q)f1f2(h1)-

®Dabei ist sy : {5} — {x4}, 5 x4.
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Abgeschlossenheit von Hys: Es reicht nach Satz 4.1.4 (b) die Abge-
schlossenheit von Hpp zu zeigen. Dazu weisen wir die Offenheit des
Komplements H(X)\Hrr in H(X) nach. Ist h ein Element dieses
Komplements, so gilt entweder h(zp) # xzp oder h(xp) = zp aber
hiFy # Fihy : m(X,zp) — m(X,zr). Im ersten Fall gibt es trivia-
lerweise eine Umgebung von h, die ganz im Komplement von Hgp liegt:
Da X ein Hausdorffraum ist, kénnen wir eine offene Umgebung U von
h(zr) finden, die xp nicht enthdlt. Dann ist [xp, U] eine solche Umge-
bung. Wir konnen nun also h(xp) = zp und h.F, # Fih, annehmen.
Nach Lemma 4.2.12 finden wir eine Umgebung W (h) in H(X, zp, xp) mit
ke = hy : m(X,zp) — m (X, zp) fir alle & € W(h). Damit liegt W (h)
ganz im Komplement von Hrp. Wir kénnen W (h) natiirlich leicht zu
einer Umgebung von h in H(X) ausbauen, die ebenfalls ganz im Komple-
ment von Hpp liegt. Damit ist klar, dass Hpp abgeschlossen in H(X)
ist.

Stetigkeit von ®¢,: Nach Satz A.1.16 reicht es zu zeigen, dass die Urbilder
aller Elemente einer Subbasis offen sind. Nach Satz 2.1.2 bilden die Ele-
mente [K, U] mit kompaktem K C X und U Element einer Subbasis der
Topologie von X eine derartige Subbasis von Z7co(Hyg). Eine Subbasis
(sogar eine Basis) von X bilden nach Satz A.2.16 die Blitter von g. Um
die Stetigkeit von ®;, nachzuweisen, reicht es also, folgendes zu zeigen:

Ist K C X kompakt und U ein Blatt von g, so ist @;;([K, U]) offen.

Es sei hg € @JZ;([K, U]) beliebig gewéhlt. Wir miissen zeigen, dass dann
eine ganze Umgebung von hy nach [K,U]| abgebildet wird. Zunéchst
wihlen wir zu jedem Punkt z € X eine Umgebung Uy () von ho(z),
die von g gleichméBig iiberlagert wird. Dann finden wir wegen der Ste-
tigkeit von hg eine kompakte Umgebung K, von z mit K, = cl(int(K;)),
die nach Uy, (,) abgebildet wird. Aus der Uberdeckung {K,}.cx wihlen
wir eine endliche Teiltiberdeckung K, ..., K;, aus und setzen

n

W= [g(K)’g(U)] N ﬂ[sz’ Uho(mi)]'
=1

Dann ist W eine Umgebung von hg.” Seien nun h € W und = € K beliebig
gewdhlt. Sei a ein fest gewéhlter Weg von z; nach x. Dann finden
wir wie im Beweis von Lemma 4.2.12 eine endliche Kette Kj,..., K,
von kompakten Umgebungen aus {g(K)} U {Ky,}, die den Weg f o
a([) iiberdecken. Dabei kann K, = g(K) angenommen werden. Folglich
werden die Wege 5 := ho foa und 3y := hgo f o« von der gleichen Kette
Uy, ..., U, von gleichmifig iiberlagerten Umgebungen von g iiberdeckt.
Dabei ist U,, = ¢g(U). Liften wir § und [y entlang dieser Kette zum
Anfangspunkt x4, so liegen die Endpunkte der Liftungen also in U. Damit
ist gezeigt, dass ®f4(h)(z) € U gilt. Da x € K beliebig gewihlt war, folgt

"Beachte: g(K) ist kompakt, da g stetig und g(U) offen, da g offen ist.
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Qs(h)(K) C U, also ®f4(h) € [K,U]. Damit ist die Stetigkeit von ®¢,
bewiesen.

(6) Eindeutigkeit und Mazimalitit: Da L bereits alle Uberlagerungen f mit
Fixpunkt z s enthélt, fir die H ¢p # 0 gilt, ist £ (in diesem Sinne) maximal.
Die Eindeutigkeit von (£, ®) ist klar fir £. Fir ® folgt sie aus dem
Eindeutigkeitssatz fiir Liftungen. Damit ist alles gezeigt. O

4.2.14 Satz und Definition (Dynamik des Pullback-Operators):
Es seien f,g : X — X kombinatorisch équivalente Uberlagerungen im Sinne
von Satz 4.2.13. Sei ferner

L(f,g) == {p € Iso(m (X, zs), m (X, 24))| ofs = guip}.

Dann zerféllt Hy, in die disjunkten, abgeschlossenen und vorwértsinvarianten
Mengen

H7, = {h € Hpgl e = ¢}, ¢ €T(f,9).

Ferner existiert fiir jedes n € Ng und ¢ € I'(f, g) eine Bijektion o, : f~"(x¢) —
9 " (xg), s0 dass h|j-n(, )= o fiir alle h € ©} (HF)) gilt. Ist zudem X metri-
sierbar und sind f und g bzgl. geeignet gewéhlter Metriken expandierend, so
hat jede der Einschrinkungen (I)fg’Hfgf v € I'(f,g), hochstens einen Fixpunkt.

Beweis:

Dass die Mengen 'H? g eine disjunkte Zerlegung von H ¢, bilden, ist offensichtlich.
Auch die Abgeschlossenheit ist nach Lemma 4.2.12 klar. Sei nun h € H?g
beliebig gewiihlt und h = ® fg(h). Dann folgt g.h. = h.f, = ghs und aufgrund
der Injektivitdt von g, damit h, = h, = @. Also gilt @fg(H?g) C H?g.

Seien nun n € Ng, hy,ho € H?g und x € f7"(xy) beliebig gewdhlt. Sei ferner
hj = ®%,(h;) (7 = 1,2). Wir miissen zeigen, dass hi(z) = ho(z) gilt. Nach
(4.4) gilt hjo f* = g™ o h; fiir j = 1,2. Damit folgt bereits

hj(x) € g7 (hi(f"(x))) = 97" (hj(x)) = 97" (2g).

Auflerdem ist ilj die eindeutig bestimmte Liftung von h o f™ bzgl. ¢", so dass
Bj(:nf) = z4. Daraus folgt: Ist a, ein beliebiger Weg von z; nach x und 3; die
Liftung des Weges h;o f" o, zum Anfangspunkt 4, so ist h;(z) = 8;(1). Nun
sind wegen

n

hjo f"oaz(0) = hj(xy) = xg = hj(xg) = hi(f"(x)) = hjo f" 0 az(1)

die Wege hj o f" o o (j = 1,2) geschlossen. Da nach Voraussetzung hi, =
hoy = ¢ gilt, sind diese Wege sogar homotop. Nach dem Hauptlemma der
Uberlagerungstheorie (Satz A.2.20) gilt daher hy(z) = 61(1) = Bo(1) = ho(z).

Expandieren f und g bzgl. geeignet gewihlter Metriken, so sind f und g nach
Satz 3.4.22 topologisch exakt, da X zusammenhéngend ist. Also liegen die
Riickwirtsorbits von z; und x4 dicht in X. Fiir jeden Fixpunkt h* von ® f9|H?g
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gilt h* € (,en @?g('H;fg) (¢ € I'(f,g) beliebig). Nach dem bisher Gezeigten
ist h* damit auf der in X dichten Teilmenge O (xf) eindeutig bestimmt. Also
kann es hochstens ein solches h* geben. O

Wie bereits bei den stiickweise monotonen Intervallabbildungen wollen wir nun
eine alternative Konstruktion angeben, bei der die Uberlagerungen ebenfalls
durch Homéomorphismen ,,modelliert“ werden. Statt eines basierten Systems
von Uberlagerungen des kompakten Raumes X erhalten wir ein ,,freies® System
von Homoomorphismen des universellen Uberlagerungsraumes X :

4.2.15 Satz und Definition:

Sei F': X — X eine Uberlagerung und F : X — X eine fest gewéhlte Liftung
von F. Dann existiert ein kombinatorisch dquivalentes System KC(F, F) = (£, ®)
auf X mit F € L, so dass gilt:

(a) Eine Liftung f einer Uberlagerung f : X — X ist genau dann in L
enthalten, wenn es einen Homéomorphismus o € H(X) mit einer Liftung

& € Hr(X) gibt, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

f*

=
2
9
2

=
2
9
2

F‘*
(b) Ist f eine zu F (frei) homotope Uberlagerung, so existiert eine Liftung f
von f mit f € L.

K(F, F) heifit das von (F, F) erzeugte kombinatorisch dquivalente Funk-
tionensystem. Zwei Uberlagerungen F und G mit Liftungen F' und G heifen
kombinatorisch #quivalent, falls K(F, F) = K(G,G).

Beweis:

(a) Nach Satz 3.1.8 (d) ist jede Liftung einer Uberlagerung ein Homoomor-
phismus und umgekehrt ist Hy(X) genau die Menge aller Liftungen von
Uberlagerungsabbildungen auf X. Der Rest folgt mit Satz 4.2.1.

(b) Zu zeigen ist, dass jede zu F' homotope Abbildung f eine Liftung in L
besitzt: Sei H :[0,1] x X — X eine Homotopie mit H(0,z) = F(x) und
H(l,z) = f(x). Sei g € X beliebig gewéhlt und v : I — X der durch
~(t) := H(t,zo) definierte Weg von F(x¢) nach f(zg). Nach Satz A.2.12
gilt dann

Fe =4 fo :m(X,20) = m(X, f(20)), (4.9)
wobei 74 den durch
v (X, f (@) = m(X, F(20)), v+ ([e]) = [yay ™)

definierten Gruppenisomorphismus bezeichnet. Nun wéhlen wir einen
Punkt %o € 7 (z¢) und setzen ¥, := F(%p). Wir liften den Weg 7
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zu einem Weg 7 : I — X, der bei #; startet und definieren f : X — X als
diejenige Liftung von f, die Zy auf (1) abbildet. Nun wollen wir zeigen,
dass f* = F* gilt. Aus Satz 3.2.2 und Formel (4.9) ergibt sich

—1 —1 AL] s
Moy 075 0 Wiy 0 B = .

Es ist also zu zeigen, dass Il () o 7+ oIl ( 0) die Identitidt auf D(m)

ist. Sei dazu B € D(w) beliebig gewihlt. Dann ist I}, % )(B) = [a] €

m1(X, F(20)), so dass die Liftung & von a zum Anfangspunkt F (%) den
Endpunkt &(1) = B(F(Z9)) hat. Ferner ist 7. '([a]) = [y 'ay] und

g = Hf(xo)(h_lom]) ist diejenige Decktransformation, die den Punkt

f(Z0) auf den Endpunkt der Liftung von v~ 'ay zum Anfangspunkt f (i)
abbildet. Dieser Endpunkt ist zugleich der Endpunkt der Liftung von
zum Anfangspunkt &(1) = B(F (~ )). Diese Liftung werde mit 3/ bezeich-
net. Dann ist klar, dass o5 = 4" und ' o5 = ¥/ gilt. Damit folgt 8 = g,

also F* = f* da 8 beliebig gew#hlt war. Dies impliziert f € L. d

Ist X ein triangulierbarer Raum, so besitzt nach Satz 2.1.4 jede stetige Abbil-
dung f : X — X eine Umgebung W in der kompakt-offenen Topologie, so dass
alle g € W zu f homotop sind. Damit folgt:

4.2.16 Korollar:

Ist X ein triangulierbarer Raum (z. B. eine kompakte differenzierbare Mannig-
faltigkeit), so gilt: Zwei Uberlagerungen f,g : X — X, die in der kompakt-
offenen Topologie hinreichend nahe beieinander liegen, sind kombinatorisch
dquivalent.

Abschliefend wollen wir nun die in 4.2.15 und 4.2.13 definierten Aquivalenzbe-
griffe zueinander in Beziehung setzen.

4.2.17 Korollar (Zusammenhang der Aquivalenzbegriffe):

Seien f,q: X — X Uberlagerungen mit F1Xpunkten zp, 2y € X und K(f,z5) =
K(g,24). Dann existieren Liftungen f,: X — X mit K(f, f) K(g,9)-
Genauer: Fiir jedes ¢ € I'(f, g) mit H 7é @ existieren Liftungen f,§ € X und

eine abgeschlossene, unter ® ; 7 Vorwartsmvanante Menge H¥ C H so dass
folgendes Diagramm von Operatoren kommutiert:

- <i>f~- -
HY 12, He

o Jo

©
[ 7 H7y

Beweis:

Sei p € T'(f,g) mit H;f , Deliebig gewéhlt. Seien ferner 7y, T, beliebige Punkte
tiber xy bzw. x4 (d. h. m(Zf) = x¢, ©(T4) = x4). Dann existieren eindeutig
bestimmte Liftungen f,§: X — X von f, so dass f(jf) =2y und §(Ty) = T4
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gilt. Nach Satz 3.2.2 existiert fiir F' = f, g ein kommutatives Diagramm der
Form
F*
7T1(X, 'IF) E— 7T1(X, 'IF)

. | .,

D(r) —— Dl

mit einem Isomorphismus II,,.. Sei a € Hfg. Dann kommutiert auch folgendes
Diagramm:

7T1(X,.%'f) L 7T1(X,1‘f)

o | e

m (X, zg) g—> T (X, zg)

Wir liften @ zu einem Homéomorphismus & € Hy,(X) mit &(iy) = 7,. Wie-
derum nach Satz 3.2.2 existiert ein kommutatives Diagramm

7T1(X,1‘f) L 7T1(X,.%'g)

T, fl ang

D(r) —— D)

Insgesamt erhalten wir das folgende kommutative Diagramm:

1(X, xg) 9 > (X, xg)
X mf /7T1(X,.%'f) -

g

Hzf
D(r) . D(r)
- g( )d/

Es gilt ndmlich

& f = (M0 ) (L, fuI1 1) = Ty fuII5 ) = T, gean T,
= (ngg*H;gl)(nga*H;fl) = §*a*.
Damit ist gezeigt, dass IC(f, f) = K(g, g) gilt. Nun definieren wir
HP = {B € Wy, h(@y) = gzg} .
H¥ ist offensichtlich abgeschlossen in H i Ist h € H?, so folgt

Sy (h)(Ep) =g L oho f(zp) =g oh(Zy) = 5 (&) = Zy.
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Damit ist auch die Vorwértsinvarianz gezeigt. Fiir jedes h e H? ist h = Pr(ﬁ)
(der durch h o = 7 o h eindeutig bestimmte Homoomorphismus) ein Element
von Hfg, denn es gilt zum einen

h(xyg) = h(m(iy)) = m(h(iy)) = m(Zg) = a4,
und zum anderen
hs :H;gl oh* OHmf :H;glod*ol_[xf =y = Q.

Zum Nachweis der Konjugationsidentitét ®;,oPr = Pr od 73 sei h € H? beliebig
gewiihlt und h = Pr(h). Sei ferner H := Pr(ifg(ﬁ)). Zu zeigen ist, dass
H = ®44(h) gilt. Das ist nach dem Eindeutigkeitssatz fiir Liftungen équivalent
zu ho f =goH und H(xzy) = 4. Dass letzteres gilt, haben wir oben bereits

festgestellt. Das erste ergibt sich folgendermafien:

goHom = gowoi)fg(ﬁ):WOQOi)fg(iL)
= Woﬁof:howof:hofoﬂ'.

Damit ist die Behauptung bewiesen. O






Kapitel 5

Konjugationsresultate

5.1 Nachweis expandierender Abbildungen

Um nachzuweisen, dass eine gegebene Abbildung f : X — X eines metrisier-
baren Raums X expandierend ist, muss man eine Metrik d finden, so dass die
Expansionsbedingung d(f(x), f(y)) > Ad(z,y) mit A > 1 fiir alle hinreichend
nahe benachbarten Punkte x,y € X erfiillt ist. Dies ist in vielen Féllen keine
leichte Aufgabe. Handelt es sich um eine C'-Abbildung f : M — M auf einer
kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeit M, so kann man z. B. versuchen,
die Bedingung (3.5) aus Satz 3.4.4 an die Ableitung von f zu verifizieren. Aber
auch, wenn diese nicht erfiillt ist, kann die Abbildung dennoch expandierend in
einer anderen Metrik sein, wenn etwa (3.6) gilt, wenn also Konstanten C' > 0,
A > 1 existieren mit

|DfEv|| > CN¥||lv|| fiir alle k €N, 2 € M, v € T, M.

Diese Bedingung ist aber bereits schwerer zu verifizieren, da hier die Ableitun-
gen aller Iterierten von f auftauchen. In diesem Abschnitt soll es darum gehen,
ein Kriterium herzuleiten, mit dem man feststellen kann, ob eine C'-Abbildung
expandierend ist, ohne die Iterierten von f zu kennen. Dazu verallgemeinern
wir zunichst die Bedingung (3.6) fiir C'-Abbildungen:

5.1.1 Definition:

Sei M eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit und f : M — M eine C'*-
Abbildung. Sei ferner A C M kompakt und vorwértsinvariant unter f. Dann
sagen wir, f erfiillt eine Expansionsbedingung auf A, falls es Konstanten
C >0 und A > 1 gibt, so dass

|DfEv|| > CXE||v||  fiir alle z € A, k € N und v € T, M. (5.1)

5.1.2 Bemerkungen:

¢ Im Eindimensionalen und in der komplexen Dynamik wird eine Menge A
wie in obiger Definition meist hyperbolisch genannt (siche z. B. [Mel 92,
S. 208] oder [Aul 04]).

79
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e Mit den gleichen Argumenten wie im Beweis von Satz 3.4.4 macht man sich
klar, dass eine Abbildung, die eine Expansionsbedingung auf einer kompak-
ten Menge A erfiillt, auf einer Umgebung von A expandierend bzgl. einer
geeignet gewéihlten Metrik ist.

Bedingung (5.1) kénnen wir auch schreiben als:

D k
mﬂLiﬂﬂziﬁ\umﬁnzcv’ﬁnmmxeA,keN
vA0 o] lofj=1

Dies fiihrt zu folgender Definition.

5.1.3 Definition:

Seien V, W normierte n-dimensionale reelle Vektorrdume mit Normen || - ||y
bzw. || - |lw. Dann definieren wir fiir jede lineare Abbildung f : V. — W die
Konorm von f durch

o @l
£ = inf 1)y = inf S

5.1.4 Lemma:
Seien V, W, X normierte n-dimensionale reelle Vektorrdume. Dann gilt fiir be-
liebige lineare Abbildungen f:V — W und g: W — X:

lg o FII* = gl A1

Ist f ein Isomorphismus, so gilt || f||* = ||f~}||~!, wobei || f|| die Operatornorm

von f bezeichnet.

Der einfache Beweis dieses Lemmas ergibt sich unmittelbar aus der Definition
der Konorm, und soll deshalb nicht ausgefiihrt werden. Als n#chstes formulieren
wir eine hinreichende Bedingung dafiir, dass eine Abbildung eine Expansions-
bedingung erfiillt.

5.1.5 Satz (Expansionskriterium):

Sei f : M — M eine C'-Abbildung auf einer vollstindigen Riemannschen
Mannigfaltigkeit M, A C M eine kompakte vorwértsinvariante Menge fiir f, so
dass Df, fiir alle x € A invertierbar ist. Ferner seien alle Fixpunkte von f|a
repulsiv, d. h. die Expansionsbedingung (5.1) ist auf Fix(f|a) erfiillt. Weiterhin
sei y > 1 eine Konstante und ® : A — RS‘ eine stetige Abbildung mit endlich
vielen Nullstellen, die alle in den Riickwértsorbits von Fixpunkten liegen, so
dass gilt:

IDf|* > p%g)) fiir alle z € A\®~1(0). (5.2)

Dann erfiillt f eine Expansionsbedingung auf A.
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Beweis:
Wir zeigen zunichst, dass zu jedem = € A ein k(x) € N existiert, so dass
| D f5@)||* > 1 gilt. Dabei unterscheiden wir zwei Fille:

1. Fall: Es gilt € oy, [ (Fix(f)), d. h. z liegt im Riickwirtsorbit eines
Fixpunktes z. Dann existiert ein ky € N mit f*0(z) = 2. Fiir jedes k > kg gilt
geméaf der Kettenregel

ko—1
IDSEI = D fpr@y - Dfell* = IDLIT TT 1D fpia I

1=0

Wir setzen c(x) := Hfial [Dffi@ll*. Da nach Voraussetzung die Ableitung
von f an jeder Stelle von A invertierbar ist, ist ¢(z) > 0. Nun gilt nach Vor-
aussetzung auch, dass die Fixpunkte von f|s repulsiv sind. Es existieren also

C(z) > 0 und A(z) > 1 mit
IDfEN* > e(z)C(@)M @) — oo fiir k — oo.

Damit ist klar, dass ein k(z) € N existiert mit || D fz (x)H* > 1.

2. Fall: Es gilt x € A\U, cn, f"(Fix(f)). Dann ergibt sich fiir jedes k € N
wie oben geméf der Kettenregel und (5.2)

k-1 H—l k
1D > TLID Il kII e e e

=0 ()
denn es gilt ®(f%(x)) # 0 fiir i = 0,...,k — 1, da siamtliche Nullstellen von ®
in Riickwirtsorbits von Fixpunkten liegen. Es sei ®~1(0) = {z1,..., 2-}. Nach
Voraussetzung konvergiert f*(z) nicht gegen eine Nullstelle von ®, da alle Null-
stellen in Riickwértsorbits von repulsiven Fixpunkten liegen. Also finden wir
fiir jeden Punkt z; eine offene Umgebung U;, so dass unendlich viele Punkte der
Trajektorie (f¥(x))zen auBerhalb von U; liegen. Daher existiert eine Teilfolge

(f¥ (2))nen, die in A\ U, U; liegt. Folglich gilt

M = inf ®(f*(z)) > min{@(:ﬂﬂ ze | Ui} >0
i=1

neN
Damit folgt

Eo (% knq)(fk"(x)) kn M
Dt = e 2 = e

Folglich existiert ein k(z) € N mit Hfo(x)H* > 1.

Gilt mingep ||Df.||* > 1, so sind wir fertig, da die Behauptung mit den Kon-
stanten C' := 1 und X := mingep | D fy||* erfiillt ist. Andernfalls kénnen wir zu
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jedem Punkt x € A eine reelle Zahl ¢(z) € (1, HDf;f(x)H*) wéhlen und folgende
Menge definieren:

U) = {y € Al IDSE@I* > efw)}.

Da HDf(k)(x) |* : A — R stetig ist!, ist U(x) eine offene Umgebung von z in A und

wir kénnen eine endliche Uberdeckung {U(z1),...,U(zm,)} von A auswihlen.
Als néchstes definieren wir N := max;j—1, _m, k(x;), A = [minj—1 c(xi)]l/N
und

N
C:=X\"N |min|Df.|*| .
zeA v

Dann gilt A > 1 und folglich C' < 1, da mingep | D f||* < 1.

Um nun zu verifizieren, dass f auf A eine Expansionsbedingung erfiillt, wihlen
wir £ € A und k € N beliebig. Wir setzen y; := x und definieren fiir jedes j € N
ein i(j) € {1,...,m} mit y; € U(zy;)), und setzen y; 1 = fF@0) (y;). Dann
gibt es ein r € Ny, das maximal in Bezug auf die Abschéitzung z;zl k(i) <k
ist. Wir setzen s := > "_, k(z;(;)) und erhalten damit k —s <N, Nr > k- N
und y,41 = f*(z). Dies fithrt unter Verwendung von Lemma 5.1.4 auf folgende
Abschétzung:

k—s r
* — * * E(z; )] *
IDLEN = 1D sf DA = | TT DS prn | [T RS
i=1 j=1
k—s r
. . . ,
> <rynelg|!nyH > <i:rlr}_1_r_}m0(xz)>
N r
o (i . . A
> (r;lelgHnyH ) (i:q}_l_r_}mC(wz)>
= CANANT > ONF,
Damit ist der Beweis vollsténdig. O

Fordern wir, dass ® von Null weg beschrinkt sein soll, so kénnen wir auf einige
der anderen Voraussetzungen verzichten, insbesondere auf die Stetigkeit von &:

5.1.6 Korollar:

Sei f : M — M eine C'-Abbildung auf einer vollstindigen Riemannschen
Mannigfaltigkeit M, A C M eine kompakte vorwértsinvariante Menge fiir f.
Weiterhin sei ;1 > 1 eine Konstante und ® : A — RT eine von Null weg
beschriankte Abbildung, so dass gilt:

o(f(x))
®(z)

Dann erfiillt f auf A eine Expansionsbedingung.

IDfe|* > 1 fiir alle x € A.

'Beachte, dass die Abbildung A — ||A||* = |[A7'|7!, Gl(n,R) — RY, stetig ist.
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Beweis:

Es reicht zu zeigen, dass unter den gegebenen Voraussetzungen zu jedem z € A
ein k(x) € N existiert mit ||Df§(m)\|* > 1. Den Rest zeigt man analog wie im
Beweis des Satzes. Sei dazu x € A beliebig gewéhlt. Dann folgt fiir jedes k& € N:

= c o T O (@) (M) | ginfer 8(2)
IDf2| ZgHfoi(x)H Zu’“g o) = " 5(2) > o)

Da nach Voraussetzung inf,cp ®(z) > 0 gilt, folgt damit unmittelbar die Be-
hauptung. O

Das folgende Beispiel liefert eine Anwendung von Satz 5.1.5.

5.1.7 Beispiel (Hyperbolizitit der logistischen Abbildungen):

Es sei M = R und f(z) = az(l — z) die logistische Abbildung mit Parame-
ter @ > 4. Dann ist leicht einzusehen, dass die Menge A := (1),,~; f~"([0,1])
kompakt und f-vorwirtsinvariant ist. Die Fixpunkte von f sind 0 und O‘T_l
mit [f/(0)] = o > 4 und |f/(%21)] = |2 — @] > 2. Also handelt es sich um
repulsive Fixpunkte. Ferner ist % die einzige Stelle, an der die Ableitung von
f verschwindet, und es gilt f(%) =7 > 1, also % ¢ A. Damit sind die Vor-
aussetzungen des Satzes an f erfiillt. Nun definieren wir ®(z) := [z(1 — z)]"/2,
[0,1] — R. Die einzigen Nullstellen von ® sind 1 und 0, und es gilt ®(z) > 0
fir alle x € A C [0,1]. Wegen f(1) = 0 und f(0) = 0 sind damit auch die
Voraussetzungen an @ erfiillt. Ferner gilt | D f;||* = |f/'(x)] = «|1 — 22| und

(@) _ [ar(l =)zl =] 1 s
d(z) z(1—x) .

Mit p1 := \/a > 2 erhélt man fiir alle z € [0,1] N f~1(]0, 1]):>

If'(x)]? = o®]1 — 22> = &®(1 — 4o + 42°) = o*(1 — 4z(1 — x))

2
= pla(l —4z(1 — ) > pla(l —az(l — ) = [MM] .
®(z)

Dies zeigt, dass f auf A € [0,1] N f~1([0,1]) eine Expansionsbedingung erfiillt.
Es existieren in der Literatur mehrere Beweise fiir diese Tatsache. Meistens wird
jedoch eine Fallunterscheidung fiir a > 2 + /5 und o < 2 + /5 gemacht, was
nach unserer Methode unnétig ist, siche dazu [Aul 04], [Gln 01], [Kra 99] und
[Zel 01]. In [Rob 95] findet man auf den Seiten 33 - 37 einen dhnlichen Beweis
wie den unseren, der aber technisch aufwéindiger ist und u. a. das Lemma von
Schwarz aus der Funktionentheorie verwendet.

Als Konsequenz daraus, dass f|p expandierend ist, ergibt sich, dass A eine
Cantormenge (also insbesondere total unzusammenhéngend) ist und dass f|a
topologisch konjugiert zum sog. Bernoulli-Shift auf dem Symbolraum s =
{0, 1} ist, was chaotisches Verhalten im Sinne von Devaney impliziert. O

*Beachte, dass fiir € {0,1} zwar ®(z) = 0 gilt, aber der Bruch %%Ex)ﬁ den endlichen
Wert /o annimmt.
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Das folgende Beispiel zeigt, dass die Umkehrung von Satz 5.1.5 i. A. falsch ist.

5.1.8 Beispiel:

Sei M der 2-Torus T2 = S x S' mit der von R* induzierten Riemannschen Me-
trik. In Beispiel 3.4.28 haben wir gesehen, dass der lineare Torusendomorphis-
mus Ejr : T? — T? genau dann expandierend auf T2 ist, wenn alle Eigenwerte
von M dem Betrage nach grofler als 1 sind. Dies ist z. B. fiir

we (3 1)

erfilllt. Ferner gilt fiir alle « € T2 unter Verwendung von Lemma 5.1.4
ID(Ex)e|l* = |M||* = |M~Y|~!. Fiir die Operatornorm von M1 ergibt
2

sich der Wert @ und damit | D(Ep)z||* = 71 < 1. Nehmen wir nun an,

d:T? — Rar sei eine Funktion, die eine Ungleichung der Form (5.2) erfiillt.
Dann existiert eine Konstante p > 1, so dass gilt:

(En(x))
®(x)
Da FE); expandierend ist, existiert nach den Sétzen 3.4.22 und 1.1.10 ein Punkt

2 € T? mit dichtem Orbit. Da die Nullstellen von ® in den Riickwiirtsorbits
von Fixpunkten enthalten sind, gilt ®(z) > 0. Induktiv zeigt man:

|IM|* > p fiir alle 2 € T*\®1(0).

1M

k
> ®(z) fiir alle k € N.
W

BB (=) < (

Da aber offensichtlich (W)k — 0 gilt, miisste ¢ aus Stetigkeitsgriinden auf
w(z, Eyr) = T? identisch Null sein. O

Wir wollen nun zeigen, dass im Spezialfall M = A = S! auch die Umkehrung
von Satz 5.1.5 gilt. Dazu stellen wir zunéchst fest, dass fiir eine differenzierbare
Abbildung f : S' — S! die Ableitung Df, : T,,S' — Tf(x)Sl durch eine reelle
Zahl f’(z) beschrieben werden kann, so dass gilt:

D fav

|f'(z)] = ol fiir alle v € T, S

Damit folgt [|Df.||* = |f'(x)|, denn

DL = min D0l = min | @) o] = | @)

5.1.9 Satz:
Fiir eine C?-Abbildung f : S* — S sind folgende Aussagen équivalent:
(a) f erfiillt eine Expansionsbedingung auf S*.
(b) Fiir ein u > 1 und eine stetige positive Abbildung ® : S — R* gilt:

o(f ()

.. 1
() fiir alle x € S". (5.3)

()] = p
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Beweis:
Die Richtung ,,(b) = (a)* ergibt sich aus Korollar 5.1.6. Setzen wir (a) voraus,
so existieren Konstanten C' > 0 und A > 1, so dass gilt:

I(f5Y ()| > CAF fiir alle z € S, k € N.

Sei ko € N so gewahlt, dass CA* > 1, und sei ¢ := f*0. Offensichtlich ist ¢
dann eine C2-Abbildung, die eine Bedingung der Form (3.5) erfiillt. Fiir eine
solche Abbildung lisst sich [Kat 95, Theorem 5.1.16, S. 191] anwenden. Danach
existiert eine stetige positive Dichtefunktion v : S . [c1,c2] (ca > ¢1 > 0), so
dass das zugehorige Mafl g-invariant ist. Fiir die Dichte v gilt also

P(z) = Z 1/1/(y) fiir alle z € S*. (5.4)
— . 19'W)]
yeg~(z)
Wir definieren nun eine neue Funktion ¢ : S — R durch
ko—1
=0 yef~ ) ’

Offensichtlich ist ¢ stetig und positiv. Der Wertebereich ist also ein kompaktes
Intervall [dy,d3] mit do > d; > 0. Ferner gilt

Z ©(y) _ Z 1 kozl Z Y(z)
O )] I P VA ) e eI (D O]
SR
S S ey [FYE P ()]
Mit
—1 7
(Y @F (@) = F ) L) =] F(FE) =) ()
7=0 7=0
folgt

ply) Y(2)
2 FO 22 I(f”l)()l

=0 zef- (“rl)

ko—2

_ G
> \(f’““’ PP [(F+) (=)l

zef—Fo(x) i=0 e f—(+D)(g)
_ vz) = v
NEN Z PR GE
ko—1
(5.4) ¢(2)
v+ D
& = TG
ko—1

B oe)
= 2 2 gy =@

i=0 zef~i(a)
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Daher gilt fiir alle z € S*:

W)= 3 |}0I(y) _ o) >y oly) _ elx)
yef~'(f(a) yef~ (f(@)\{z}

Die strikte Ungleichung gilt, da ¢ strikt positiv ist und f~(f(x)) mindestens
zwei Elemente enthilt. Letzteres sicht man folgendermafBen: Sei ¢ : [0,1] — S*,
c(t) = ¥, Nehmen wir an, f wire ein Homoéomorphismus. Dann ist auch
g = f* ein Homdomorphismus. Die Kurve goc: [0,1] — S* ist differenzierbar
und ihre Lénge ist 2. Damit folgt der Widerspruch

1 1
o1 = L(c) = / 1D gy (1) dt > CAFo / lé(t)||dt = 2rC Ak > 2.
0 0

Also muss f eine mindestens zweiblittrige Uberlagerung sein. Fiir die stetige
Hilfsfunktion A, definiert durch

L o(f(@)), . .ql
h(z) := o) I ()], h:S —R,
gilt deshalb h > 1. Setzen wir p := min,cg1 h(z) > 1, so folgt
p(z)
o(f(x))

Fir ¢ := % gilt also (5.2). O

fiir alle z € S1.

(@) = p

5.1.10 Korollar:
Sei M eine zusammenhéngende kompakte n-dimensionale Riemannsche Man-
nigfaltigkeit und f : M — M eine C?-Abbildung mit

|Dfo|* = |det Dfy|V/™  fiir alle z € M. (5.5)
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) f erfiillt eine Expansionsbedingung auf M.

(b) Fiir ein p > 1 und eine beschrinkte und von Null weg beschrinkte Abbil-
dung ® : M — R* gilt:

IDf.|* > M(I)((I;’C(Ef))) fiir alle x € M.

Beweis:

Wie im Beweis von Satz 5.1.9 wihlen wir ein kg € N, so dass g := f*0 eine Be-
dingung der Form (3.5) erfiillt. Nach [Mel 92, Theorem 2.1, S. 352] besitzt g ein
bzgl. des Riemannschen Volumens von M absolutstetiges Wahrscheinlichkeits-
maf}, dessen Dichte 1 : M — R beschriankt und von Null weg beschrinkt ist.
Damit erhélt man fiir eine wie im Beweis von Satz 5.1.9 konstruierte Funktion
© und eine Konstante g > 1:

|det Df,| > /18020;2)) fiir alle z € M.
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Mit @ := (£)/" gilt folglich fiir alle 2 € M

)-9 l/n ~1/nq)(f(x))
D1 2 jde D i 2D

und es gilt offensichtlich y := /™ > 1. Wie im Fall von S' muss man auch im
allgemeinen Fall nachweisen, dass f kein Homomorphismus ist. Dazu wihlt
man zwei Punkte p, ¢ € M mit maximalem Abstand zueinander. Ferner wéhlt
man eine kiirzeste Geodite ¢ : [0,1] — M von f(p) nach f(¢q). Nehmen wir
an, f wire ein Hom6omorphismus, so ist f nach dem Umkehrsatz sogar ein
Diffeomorphismus, und es folgt der Widerspruch

a(f / 145 Dldt = / 1D ey £ (e(0)]
S AL(f o) > L(f 00) > d(p.q).

5.1.11 Bemerkung:
Aus dem Beweis von Satz 5.1.9 ergibt sich, dass die Funktion ¢ die Fixpunkt-
gleichung des zu f gehorigen Frobenius-Perron-Operators erfiillt, welcher durch

(Pro)@) = > #(y) Py L — LY, (5.6)
yes 1 (x)

gegeben ist. Mit etwas mehr Aufwand ldsst sich zeigen, dass jede nichtnegative
integrierbare Funktion ¢g mit positiver L'-Norm unter Iteration von Py gegen
ein Vielfaches von ¢ konvergiert (siehe z. B. [Las 94|, S. 41, 104 und 184).
Diese Tatsache kann man verwenden, um nachzuweisen, dass eine Abbildung
expandierend ist. Wie das funktioniert, soll das nun folgende Beispiel klar
machen.

5.1.12 Beispiel:

Anstatt r-facher Uberlagerungen des Einheitskreises kénnen wir genausogut 7-
modale Intervallabbildungen f : I — I betrachten, die sich nach S' liften lassen
(das sind genau die in Satz 4.2.10 betrachteten). Wir beschrianken uns auf uni-
modale Abbildungen f : [-1,1] — [—1,1] mit f(—1) = f(1) = =1 und f(c) =
fiir ein ¢ € (—1,1). Jede solche Abbildung kann auch als zweibléttrige Uberlage-
rung F : ' — S! aufgefasst werden, die durch die Gleichung Re F(z) = f(Re 2)
bis auf komplexe Konjugation eindeutig bestimmt ist. Ein Beispiel dazu haben
wir bereits im ersten Kapitel gesehen, néimlich die Abbildungen f(z) = 1 — 22
und F(z) = z2. Durch Ableiten der Identitiit ReoF = f o Re erhilt man fiir
alle z € St

F'(2)y/1— f(Rez)? = f(Rez)/1 — (Rez)2. (5.7)

In lokalen Koordinaten ist die Realteil-Abbildung nédmlich durch ¢ — cos(y) ge-

geben, hat also die Ableitung ¢ — —singp = —y/1 —cos? p = — /1 — (Re 2)2.
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Definieren wir auf L!(I) den Operator Py analog zu (5.6) durch

_ Y(y)
(Pr)(@) = > —,
i) | (y)]

so ergibt sich mit der Abbildung
(HY)(2) := ¥(Rez)\/1 — (Rez)?, H:LYI)— L'(SY),

ein kommutatives Diagramm

Py LYI) — LY(D),

L) -2

Ll(Sl) T Ll(Sl)

Um dies einzusehen, miissen wir die Giiltigkeit folgender Gleichung nachweisen:
3 Y(Rew)y1— Rew)? | 3 Y(y)
[F' (w))| ' (y)]

weF~—1(z) L d yef~1(Rez)

1 — (Rez2)2.

Diese ergibt sich mit (5.7) folgendermafien:

_w(Rew)\/l — (Rew)Q_ - _w(Rew) 1— f(Rew)?
%gia_ £ (w)] _‘WEQ@_ /' (Rew)|
_ [ Y(Rew) /T = (Re F(w))’
- wEFz—:l(z) L |fl(Re ’U))| ]

= WD(Rew) | e
wEFZ:l(Z) ’f,(ReU))‘ 1 ( ez) .

Wenn nun noch die Gleichung

Y(Rew) _ o)
2 PRew] = 2 ()

weF~1(z yef~1(Re

gelten wiirde, wiren wir fertig. Es reicht uns allerdings auch, wenn sie fast
iiberall gilt, da es sich um L!-Funktionen handelt. Wir beschrinken uns deshalb
darauf, die Gleichung fiir alle z € S'\{1} zu verifizieren. Aus z # 1 folgt
Re z # 1 und deshalb #f~!(Re z) = 2. Wir nehmen an, dass F~1(z) = {wy, wa}
und damit f~!(Rez) = Re F~1(2) = {Rew;, Rewsy}. Daraus ergibt sich

Rew Rewy Re wsq
3 Y(Rew) ) | W( ) 3 ¥(y)

o M Rew)] = [FRewn)] T [F'Rews)] Fwl

Dies sollte als Rechtfertigung dafiir ausreichen, sich auf unimodale Intervallab-
bildungen zu beschrianken. Als konkretes Beispiel wollen wir nun die Familie

falx) =1=2]z|% «a>0,

weF—1 yef~1(Rez)

betrachten. Folgende Grafik zeigt die Graphen von f, fiir verschiedene Para-
meterwerte.
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Abbildung 5.1: Der Graph von f, fir a = 0.5,1,2,4.

Wir wollen zum einen mit Hilfe von Satz 5.1.9 analytisch beweisen, dass f,, fiir
a > 1 expandierend ist (als Uberlagerung von S!), zum anderen wollen wir
dies fiir einige konkrete a-Werte ,,numerisch beweisen“:3 Die Ableitung von f,
existiert fiir alle & > 1 und ist gegeben durch

fo(x) = —2a sgn(x)||*".
Um (5.2) zu verifizieren, setzen wir ®,(x) := [1 — xQ]aT_l und o = o/ > 1.
Damit ist Folgendes zu zeigen:

1—(1—2z|*)?
1— 22

a—1
20|zt > ot/ [ } fir alle a > 1, z € [-1,1]\{£1}.

Dies lasst sich aquivalent zu

1— |z

20{/(0471)7206 > -

~1l-z
umformen. Da nun die linke Seite der Ungleichung konstant ist, reicht es zu
zeigen, dass das Maximum M der rechten Seite kleiner gleich 22/(@=1D=2¢ jst.
Wie man sich leicht klarmacht, wird das Maximum fir o > 2 stets an den
Réndern von [—1, 1] angenommen und fiir @ € (1,2) bei z = 0. Es ergibt sich

mit der Regel von L’Hospital:

x . alzlt o«
- = lim ——— = .
z—1 1 —=x z—1 2x 2

*Dass fo auch fiir a € (1,1) expandierend ist, ergibt sich unmittelbar aus |f/,(z)| =
2a)z|*~! > 1 fiir alle » € [—1,1]\{0}.
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und damit

(1 firace(1,2)
M_{% fiir o > 2 }

Fiir o > 2 miissen wir zeigen, dass § < 20/(@=1)=2 oilt. Dies ist dquivalent zu

21/(e=1) > 1, was wegen —L- > 0 offensichtlich erfiillt ist. Fiir o € (1,2) ist zu
zeigen, dass 1 < 22/(@=1=24 ¢ilt, was unmittelbar aus S5 —2= ?Tol‘ > 0 folgt.

Nun wollen wir fiir die Werte a3 = %, as = 2, ag = 4 und ay = 6 mit Hilfe des

0
TTG8 58 G4 G2 Y S 47748 06 04 02 02 04 06 o8 1

-1 08 06 04 02 02 04 06 08 1 -1 08 06 -04 02 02 04 06 08 1

X X

Abbildung 5.2: |f!| versus (P?pg)/(P?@0) © fa-

Frobenius-Perron-Operators nachweisen, dass die zugehorigen Abbildungen ex-
pandierend sind. Die obigen Grafiken stellen jeweils die Ableitung | f&1| und den
Graphen der Funktion h; : @ — (P%p0)(x)/(P?¢0)(fa,(z)) dar fiir po(x) = 1.
Der oberhalb verlaufende Graph ist stets der von |f,.[. Wie man sieht, reichen
bereits zwei Iterationen des Frobenius-Perron-Operators aus, um eine Funktion
® zu finden, die die Funktionalungleichung (5.2) erfiillt (vorausgesetzt man
vertraut darauf, dass der Rechner die Funktionsgraphen hinreichend korrekt
berechnet und darstellt). O

5.2 Konjugiertheit von Intervallabbildungen

Die topologische Konjugiertheit von Intervallabbildungen ist im Prinzip be-
reits vollsténdig verstanden. Die entsprechenden Resultate findet man z. B. in
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[Mel 92] oder [Bdw 90]. [Mel 92, Theorem 3.1, S. 95] liefert eine hinreichende
Bedingung fiir die topologische Konjugiertheit zweier r-modaler kombinatorisch
dquivalenter Abbildungen mit attraktiven periodischen Orbits. Wir wollen in
diesem Abschnitt lediglich anhand eines Beispiels zeigen, wie man eine Konju-
gation von Intervallabbildungen mit attraktiven Fixpunkten unter Verwendung
von Pullback-Operatoren konstruieren kann.

5.2.1 Beispiel:

Wir wollen nachweisen, dass fiir jedes a > 4 die logistische Abbildung f(x) =
az(l—z) auf ganz R zur Zeltabbildung g(z) = 3(1 — |2z — 1|) konjugiert ist. R
ist zwar kein kompaktes Intervall, aber wir konnen die Abbildungen f und g auf
R := RU{4o0} durch f(£o0) = g(+00) := —oo fortsetzen. Wenn wir R mit der
Metrik d(z,y) := | arctan(z) —arctan(y)| versehen, wobei arctan(+o0) = +Z, so
ist (R, d) homéomorph zu einem kompakten Intervall, die Fortsetzungen von f
und ¢ sind unimodal auf R und der Punkt —oo ist ein attraktiver Fixpunkt fiir
f und g. Folgende Grafik stellt die Funktionen f und g in dieser Identifizierung
dar.*  Wir werden jedoch keinen Gebrauch von dieser Konstruktion machen.

Abbildung 5.3: f,g:R = [-1,1] — [~1,1] fiir a = 5.

Man macht sich leicht klar, dass fiir F' € {f, g} Folgendes gilt:

(a) Fy = F\(_OO 1 ist streng monoton wachsend und Fj := F](l o) Streng
1) 29
monoton fallend.

) F((1,00)) = (—00,0) und F((—00,0)) = (—00,0).
(¢) F(x) < z fiir alle z € (—00,0).

) F(0)=0, F(3)>1, F(1) =0.
(e) F(x)=F(1—x) fur alle x € R.

Zunichst konstruieren wir eine Konjugation von f nach g auf (—o0o,0). Wegen

“Das soll heiBen, es werden die Abbildungen 0 o Foo™t : [-1,1] — [-1,1], F = f,qg,
dargestellt mit o(z) = 2 arctan(z).
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(b) ist dies sinnvoll. Wir betrachten zwei Partitionen von (—oo,0) in Teilinter-
valle mittels des Orbits O;{(zf) bzw. Of (z4) mit zp = f2(3) und z, = ¢*(3).
Wegen (b), (c) und (d) gilt

—00 < -+ < F?(zp) < F(2p) < 2zp < 0 und F"(2p) — —oo0.

Wir definieren I,(F) := [F""(zp), F"(2F)] fiir n € No und I_,,(F) := F; "(Ip)
fiir n € N. So erhédlt man Partitionen {I,,(F)}necz von (—o0,0) (die Intervalle
I,(F) und I,,4+1(F) schneiden sich jeweils nur in einem Randpunkt). Fiir ' = ¢
konnen wir diese Partition explizit angeben: I,(g) = [— 3n2+ 2,—3n2+ 1], denn
zg = —2 und g(z) = 3z auf (—o0,0). Sei nun Hy : Io(f) — Io(g) ein beliebiger
streng monoton wachsender Homéomorphismus. Dann definieren wir

ho(x) :=g; " o Hyo f'(z) falls x € L,(f).

Es gilt hy € HT((—00,0)) und ho(L,(f)) = I(g) fiir alle n € Z. Ferner ist hg
nach Konstruktion eine Konjugation von f nach g auf (—oo,0), und wir kénnen
ho problemlos zu einer Konjugation auf R\[0, 1] durch

ho(z) :=1—ho(l —z) fiir alle z € (1, 00)
fortsetzen. Mit (e) folgt dann néamlich fiir alle x > 1

ho(f(x)) = ho(f(1 —z)) = g(ho(1 — z)) = g(1 — ho(1 — )) = g(ho(x)).

Nun definieren wir
Hyg := {h € H*(R)| h(z) = ho(z) fiir alle z € R\[0,1])} .

H g besteht also aus allen streng monoton wachsenden Homéomorphismen A :
R — R, die auf R\[0, 1] mit kg iibereinstimmen. Wegen lim,_,o ho(xz) = 0 und
lim, 1 ho(z) = 1 gilt auBerdem h(0) = 0, A(1) = 1 und damit A([0, 1]) = [0, 1]
fiir alle h € Hy4. Versehen wir Hy, mit der Metrik A*, so erhalten wir offen-
sichtlich einen vollstindigen metrischen Raum homéomorph zu (H([0, 1]), A%).
Auf ‘Hy, kénnen wir einen Pullback-Operator von f nach g definieren:

b

Da alle Abbildungen h € Hy, nach Konstruktion den Orbit O;{(%) des einzi-

gen kritischen Punktes % in der richtigen Weise auf den Orbit O;r(%) abbilden,
ist ®f4(h) fiir jedes h € Hj, ein wohldefinierter Hom6omorphismus (siehe Be-
weis von Satz 4.2.5). Lediglich die Stetigkeit von ®4(h) bei x = 1 ist nicht
ganz offensichtlich. Sie ergibt sich folgendermafen: F(1 — F(3)) = F(F(3)) =
F2(3)=>1-F(3) = F[Y(zp). Damit erhiilt man dann

g7 {(h(f1(3)) = g7 (A = h(1 = f(3)) = g1 " (1 = h(f{ ' (2)))
=97 (1= 97" (29)) = 91 ' (9(3)) = 3.

und analog g5 ' (h(f2(2))) = 4. Auf R\[0,1] wird h durch ®, nicht versindert,
da hier bereits die Konjugationsgleichung erfiillt ist. Also bildet ®;, nach Hy,

— 9_10h0f1($) firz <
B 1y (h)(a) = { Gy ohohily) oS

D=0
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ab. Es bleibt zu zeigen, dass ®, eine Kontraktion ist. Dazu verwenden wir die
in Beispiel 5.1.7 bewiesene Ungleichung

|f(z)] > \/aq)((l)f(f;)) fiir alle z € [0,1] N £71([0,1]). (5.8)

Wir definieren einen Homéomorphismus ¥ € H™(R) durch

(i ] e

Eine explizite Formel fiir Wl ) ist ¥(z) = 2 arcsin /z. Die Umkehrabbildung
ist gegeben durch U~!(z) = sin?(%3z). Nun definieren wir auf Hy, eine neue
Metrik durch

AL (h k) = A(h k) + AW o h™ L, Wo k™) fiir alle h,k € Hy,.

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass auch (H,, AY) ein vollstéindiger metri-
scher Raum ist. Sei nun J; := (—o0, 3] und Js := [, 00). Dann gilt

A(@ g (h), @1y (k) = maxsup |g; ' (h(fi(2))) — g; ' (k(fi(2)))]

i=1,2 zE€J;
= maiu; sup |g;1(h(y)) - gfl(k‘(y))l
v yef(Ji)
= maiu; sup —|h( ) = k(y)|
v yef(Ji)
= 3 sup |h(y) — k(y)|
yef(R)

sup |h(y) — k(y)| = 5A(h, k).
yE[O,l]

ol

Auflerdem ergibt sich mit dem Mittelwertsatz

A(Todgy (), To cpfg(k)—l) =A(Vod, (A1), Tod, (k1))
= max sup [Wo filoh ™ ogi(x) = Vo f ok o gi(a)]
=12 g J;
= max sup [Wofloh T (y) = Vo f ok (y)
=12yeq(y)
= max sup [Vof oW loWoh ! (y) Vo filoW oWk (y)
=12 yeg(si)

=max sup |[(Wo fi oW 1) (&)|[Woh  (y)— Vok (y)
=12 yeq(J:)

< max  |[(To fi oW Y (2)|[AWoh ™, Wok™?).
2€[0,1], i=1,2

Letztere Abschitzung gilt, da W oh~!(y) —Wok~!(y)| = 0 fiir y §§ [ ,1]. Damit
reicht es, den Fall &, € [0,1] in Betracht zu ziehen. Mit w = U~1(2) gilt fiir
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alle z € [0, 1]

o flow 1 (2 = ‘I’/(fi_l(w)) 1Y (w
(Wofi oW ™ (@) = =g U w)

5.9) P(fi(f () 1

Damit folgt schliefSlich
AT (Rrg(h), py(k)) < 2A(RK) + AW o B T o k™) < LAT (R, k).
Also ist @, eine Kontraktion und folglich sind f und g konjugiert. O

5.2.2 Bemerkung:
Beachtet man, welche Eigenschaften der Abbildungen f und g wir verwendet
haben, um deren Konjugiertheit nachzuweisen, so ist unmittelbar klar, dass
auch zwei Zeltabbildungen Tj,(x) = £;(1 — [2¢ — 1|) mit 3; > 1 (i = 1,2)
zueinander konjugiert sind. Da es in diesem Fall moglich ist, eine Konjugation
auf R\ [0, 1] explizit durch
C(—a)®6)  fir w € (~00,0)
—C(—x) 261 ur x € (—o0,
h(z) = In(26)
1+C0(1 —2)=Cm  fiir x € (1,00)

anzugeben (wobei C' eine Skalierungskonstante bezeichnet), ist es moglich mit
Hilfe des Pullback-Operators eine Approximation der konjugierenden Abbil-
dung graphisch darzustellen. Folgende Grafik zeigt die vierte Iteration des
Pullback-Operators ®3,3, auf den durch h(z) = z auf [0,1] fortgesetzten
Homoomorphismus hg fiir die Parameterwerte 31 = %, Bo = 2 im Intervall

[0,1].

Abbildung 5.4: @%162 (ho) fiir /1 = %, Bo = 2.

Fiir hohere Iterationen @73 5 (ho), n > 4, ist keine sichtbare Anderung des
Graphen mehr festzustellen.
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5.2.3 Bemerkung:
Nach Beispiel 5.1.12 und 5.2.1 ist klar, dass die Abbildungen f,(z) = 1—2|z|“,
fa i [-1,1] = [~1,1], fiir & > 1 paarweise zueinander konjugiert sind.

5.3 Konjugiertheit expandierender Abbildungen

In diesem Abschnitt wollen wir zwei Resultate iiber die Konjugierheit expandie-
render Abbildungen beweisen. Beide Resultate sind Verallgemeinerungen des
Konjugationsresultats in [Shb 69], welches besagt, dass die topologische Kon-
jugiertheit zweier expandierender C'-Abbildungen auf einer kompakten Rie-
mannschen Mannigfaltigkeit dquivalent zur ,,algebraischen Konjugiertheit“ auf
Fundamentalgruppenniveau ist.

5.3.1 Lemma:

Es sei (X, d) ein semilokal einfach zusammenhéngender kompakter Lingenraum
und f : X — X eine offene expandierende Abbildung mit Expansionsfaktor .
Dann ist jede Liftung f von f in den universellen Uberlagerungsraum X global
expandierend bzgl. der gelifteten Metrik d mit Expansionsfaktor \. Es gilt also

d(f(2), f(§) > Nd(z,9) fiir alle &, € X.

Beweis:

Da X semilokal einfach zusammenhiingend ist, existiert die universelle Uber-
lagerung 7 : X — X. Nach Satz 3.2.1 ist X mit der gelifteten Metrik d ein
vollsténdiger geodétischer Léngenraum. Sei f: X — X eine Liftung von f.
Wir wollen zeigen, dass f expandierend ist. Seien g > 0 und A > 1 so gewihlt,
dass d(f (), f(y)) > Md(z,y) fiir d(z,y) < &o gilt.

Sei K C X kompakt. Dann ist auch f(K) C X kompakt. Zu jedem # € K exi-
stieren positive Zahlen £(#), e(f(#)) > 0, so dass die Einschrénkungen | B(.e(2)
und 7| B(f(@)e(F(®)) Isometrien sind. Sei €y > 0 eine Lebesgue-Zahl der offenen

Uberdeckung {B(f(j),e(f(i)))}iek von f(K). Da f auf K gleichmiBig stetig
ist, existiert ein d; > 0, so dass d(f(Z), f(7)) < € aus d(Z,y) < ; folgt. Ebenso
existiert eine Lebesgue-Zahl d2 > 0 der offenen Uberdeckung {B(%,(%))};
von K. Wir setzen &y := min{d1,d,0}. Gilt nun fiir zwei Punkte 7,7 € K,
dass r := d(Z,7) < &, so folgt

df@). f@) "= d@ (@), 7 (f@)

r<min{d2,e0} ~ ~
> Ad(m(2), 7(9))

r<ds

Damit ist gezeigt, dass f auf jeder kompakten Teilmenge von X expandierend
ist mit Expansionsfaktor A\. Nach Satz 3.4.7 ist f eine Uberlagerungsabblldung
und damit f ein Homéomorphismus nach Satz 3.1.8 (d). Sind nun #,§ € X



96 Kapitel 5: Konjugationsresultate

beliebig gewiihlt, so existiert ein kiirzester Weg ¢ : I — X von f(Z) nach f(7).
Da f~!(c(I)) kompakt ist, ist f auf f~'(c(I)) expandierend. Wiihlen wir eine
Partition 0 = g < t; < --- < t, = 1 so fein, dass d(f~(c(t;)), fHc(tiz1))) <
€0 (&0 eine Expansionskonstante) fiir i = 0,...,n — 1 gilt, so folgt

d(ﬂ@,f@)):gjd (tis)) de ), F(F (eltien)))

> AZd(f*(c(ti)),f—1<c<tz~+1>>) > Ad(#, §)-
i=1

5.3.2 Satz (Shub):

Sei (X,d) ein semilokal einfach zusammenhédngender kompakter Langenraum,
f: X — X eine Uberlagerungsabbildung und g : X — X offen und expandie-
rend. Dann gilt:

(a) Existieren Liftungen f,§ von f,g in den universellen Uberlagerungsraum
von X, so dass f und g kombinatorisch dquivalent im Sinne von Satz
4.2.15 sind (d. h. K(f, f) = K(g,§)), so ist f zu g semikonjugiert.

(b) Ist zudem auch f expandierend, so sind f und g topologisch konjugiert.

Beweis:

(a) Als offene expandierende Abbildung auf dem zusammenhédngenden und
kompakten Raum X ist g nach Satz 3.4.7 ebenfalls eine Uberlagerung.
7 : X — X sei die universelle Uberlagerung von X. Sind dann
f.g : X — X Liftungen von frg mit K(f, f) = K(g,9), so existiert

ein Pullback-Operator ci)f'g : 'Hfg — Hfg von f nach g. Dabei ist

H m=H (X, ) fiir einen Automorphismus ¢ € Aut(D(r)). Nach Ko-

rollar 3.3.2 ist Hp(X, ) metrisierbar durch die Supremumsmetrik A.
Nach Satz 3.3.1 ist (cl(HL(X,9)),A) C (CL(X,9),A) ein vollstindiger
metrischer Raum. Nach Korollar 4.1.6 existiert der erweiterte Pullback-
Operator (f* : cl(H i) — cl(H 73)- Es reicht daher zu zeigen, dass <i>~~
eine Kontraktlon ist. Ist A der Expansionsfaktor von g, so gilt mit Lemma
5.3.1 fur alle hl,hg € H

A(q)fg(hl),q)fg(hz)) = A(g—l o iLl) of,g_l o ilz o f)
= A(G o h, g o ha)
= supdv(gf1 o ﬁl(i),Q’I o Bz(g}))

= AT AR, ).

Also ist ® 73 eine Kontraktion mit Kontraktionsfaktor A~!. Folglich exi-

stiert (genau) ein h € CI(H 5) C Cr(X,¢) mit ho f = §oh. Nach Satz
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3.1.8 (c) ist A Liftung einer stetigen Abbildung h € C (X), und damit gilt
ho f = goh. Zudem ist h surjektiv, da h(X) = h(r(X)) = n(h(X)) =

m(X)=X.

(b) Ist auch f expandierend, so zeigt man leicht, dass d 77 bzgl. AT eine
Kontraktion ist. Nach Satz 3.3.1 ist (H 7t A%) vollstiindig. Also existiert
ein h € Hj; mit ho f = goh. hist nach Satz 3.1.8 (c) Liftung eines
Homoomorphismus h € H(X), und es gilt ho f = goh. O

5.3.3 Bemerkungen:

e Insbesondere gilt nach dem vorherigen Satz, dass aus der Homotopie zweier
offener expandierender Abbildungen ihre Konjugiertheit folgt (siehe Satz
4.2.15).

e Der Satz impliziert das Resultat von M. Shub in [Shb 69]. Ob er allerdings
tatsdchlich eine Verallgemeinerung von diesem ist, ist nach den Ergebnissen
in Kapitel 3 fraglich (siche Korollar 3.4.24).

5.3.4 Beispiel:

Jede offene expandierende Abbildung f : T™ — T™ des n-dimensionalen To-
rus ist topologisch konjugiert zu einem expandierenden linearen Torusendo-
morphismus Ej; : T — T"™ (siehe Beispiele 3.2.3 und 3.4.28). Jede Liftung
f:R" = R" von f induziert auf D(7) einen injektiven Endomorphismus f*.
Indem wir die Decktransformation g(z) = 4+ N (N € Z™) mit N identifizieren,
koénnen wir f* als Endomorphismus f* : Z" — Z" auffassen. Dann existiert
eine n x n-Matrix M € Z"™ " mit f*(z) = Mz. Wir kénnen M auch als lineare
Abbildung von R nach R" auffassen, so dass f| |zn= M|zn. Da f expandierend
ist, ist nach Lemma 5.3.1 f global expandierend, und damit auch M. Folglich
ist auch Ejp; : T™ — T expandierend und wegen M* = M = f* kombinato-
risch dquivalent zu f. Nach Satz 5.3.2 sind Ej; und f topologisch konjugiert.
Zwei lineare Torusendomorphismen F4 und Ep sind genau dann topologisch
konjugiert, wenn A und B durch einen Automorphismus C' € Aut(Z") konju-
giert sind. Dies liegt daran, dass die Konjugationsgleichung ho E4 = Egoh
eine Konjugationsgleichung h, o (E4)« = (Ep)« o hy auf der ersten singuliren
Homologiegruppe H;(T™) = Z" induziert und dass Ey auf H;(T") = Z™ den
Homomorphismus M induziert. In [Adl 97] findet man eine vollsténdige Losung
des linearen Konjugationsproblems in Z™*™ fiir n = 2. O

5.3.5 Korollar:

Sei (X,d) ein semilokal einfach zusammenhédngender kompakter Léingenraum.
f,g : X — X seien offene expandierende Abbildungen mit Fixpunkten
xf,xg € X und K(f,zf) = K(g,z4) (siehe Satz 4.2.13). Dann existiert eine
1-1-Korrespondenz zwischen den Konjugationen von f nach g mit h(zs) = x4
und den Isomorphismen ¢ € T'(f,g) mit H;fg # (), gegeben durch h — h,.

Beweis:
Nach Korollar 4.2.17 sind f und g auch kombinatorisch équivalent im Sinne
von 4.2.15. Insbesondere kénnen wir Punkte 7,2, € X (7 : X — X die
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universelle Uberlagerung) wihlen und Liftungen f,§ € H(X) mit f(Z §) = Iy,
g(z4) = &4. Existiert ein a € H“’ , so existiert auflerdem eine Liftung & von «
mit &(Zy) = T4, so dass & *f* = g*a* gilt (siehe Beweis von Korollar 4.2.17).
Sei @ ;- der Pullback-Operator von f nach g und H¥ = {h € Hf | h(Zf) = &4}
Nach Korollar 4.2.17 kommutiert das Diagramm
2
He 19, e

oo [

)
7 H7

Im Beweis von Satz 5.3.2 haben wir gezeigt, dass der Pullback-Operator <i> ;

eine Kontraktion ist. Folglich gilt H (& f) = &g fiir den eindeutigen bes‘mmmten
Fixpunkt H. Die Projektion H := Pr(H) € H<p ist damit eine Konjugation
von f nach g mit H(z¢) = x4 und H, =

Ist H' eine weitere Konjugation von f nach g mit H'(z¢) = x4 und H), = ¢, so
liegt H' in ng und ist nach dem Eindeutigkeitssatz fiir Liftungen ein Fixpunkt
von ®;,. Folglich gilt H' = H. O

5.3.6 Bemerkung:

Ist X eine n-dimensionale kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit und sind
f, g differenzierbar und expandierend im Sinne von (3.6), so kann man zeigen,
dass X von R”™ universell {iberlagert wird. Daraus ergibt sich, dass Hfg # () fiir
alle ¢ € T'(f, g) gilt (siche dazu [Shb 69, Theorem 5]).

Wir wollen das Konjugationsresultat von Shub noch in eine andere Richtung
verallgemeinern. Dazu betrachten wir eine normale Projektion = : M — M,
wobei M eine vollstindige, einfach zusammenhiingende Riemannsche Mannig-
faltigkeit und T' eine Untergruppe der Isometriengruppe von M ist. Der Rie-
mannsche Abstand oder jede andere Metrik d auf M induziert auf M eine
Quotientenmetrik d, die M zu einem Lingenraum macht®, wobei

,y) = Ar(@), (7)) = inf (7). (5.10)
Da eine liftbare Abbildung f : M — M i. A. nicht expandierend sein kann, falls
die singuldre Menge von 7 nichtleer ist, miissen wir unseren Expansionsbegriff
folgendermaflen abschwéchen:

5.3.7 Definition (Quasi-expandierende Abbildungen):

Sei f : M — M eine Abbildung, die das Liftbarkeitskriterium 3.1.13 erfiillt.
Dann heifit f quasi-expandierend, falls eine Konstante X > 1 und fiir alle
x € M\f1(2,) ein e(z) > 0 existiert, so dass gilt:

z,w € B(x,e(x)) = d(f(2), f(w)) > \d(z,w). (5.11)

5Da wir dies aber nicht verwenden, werden wir es auch nicht beweisen.
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5.3.8 Bemerkung:

Nach Lemma 3.1.15 gilt M\ f~*(X,;) € M\X,. Fiir jedes x € M\f~}(Z,)
ist damit anhand des Diagramms (3.1) ersichtlich, dass f bei x ein lokaler
Homdoomorphismus ist. Dies zeigt, dass Definition 5.3.7 sinnvoll ist.

5.3.9 Lemma:
Sei f: M — M eine quasi-expandierende Abbildung. Dann ist jede Liftung
f: M — M von f global expandierend.

Beweis:

Sei f eine Liftung von f und seien Z Y € M beliebig gewéhlt. Dann existiert
eine kiirzeste Geodite ¢ : I — M von f(&) nach f(§). Sei ¢:= f~'oc. Da %,
nach Vereinbarung 3.1.12 endlich ist, ist 7' (f~*(X;)) = f~' (7' (X)) diskret
(und abgeschlossen), was aus Satz 3.1.6 (c) folgt. Daher ist der Schnitt von
7 1(f~1(X;)) mit der kompakten Menge &(I) endlich. Es existiert also eine
Partition 0 = tg < t; < --- < t,, = 1, so dass &((t;_1,t;)) € M\xm~ (f~1(2,))
fir i = 1,...,n gilt. Fir jeden Punkt & € ¢((t;—1,t;)) gilt also f(n(Z)) ¢ Xx
und damit (%) ¢ f~%(X,;) D Xr. Nach Definition 5.3.7 existiert folglich ein
e =¢e(Z) > 0, so dass gilt:

z,w € B(n(2),6(2)) = d(f(2), f(w)) = Ad(z,w).
Aufgrund der Stetigkeit von 7 existiert eine Umgebung U von & mit W(U) C
B(n(Z),e(Z)), so dass 7|5 injektiv ist. Wéhlen wir U klein genug, so gilt fiir
alle 2,w e U:

df(@). f@) = it d(f@).(F @) "2 A @) (@)
= US (), (@) > Nd(m(2),7(i)
(6100 5 inf d(2,(@)) = M(Z, ).

Wir kénnen daher fiir jedes der offenen Intervalle (¢;_1,t;) eine Partition
tz;l<"'<Si,2<5i,1<56<8§<5%<"'<ti

in unendlich viele Teilintervalle finden, so dass f auf jeder der Mengen
¢([sj—1,5;]) expandierend ist. Damit folgt
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0

5.3.10 Korollar (Verallgemeinertes Shub-Kriterium):

Sei M eine vollstindige, einfach zusammenhéingende Riemannsche Mannigfal-
tigkeit. Sei ferner w: M — M eine normale Projektion, deren Decktransforma-
tionsgruppe I' eine Untergruppe der Isometriengruppe von M ist. fig: M —-M
seien quasi-expandierende Abbildungen, die das Liftbarkeitskriterium 3.1.13
erfiillen und durch ihre Liftungen auf I' den gleichen Endomorphismus ¢ in-
duzieren. Dann sind f und g topologisch konjugiert.

Beweis: .
Seien f,g € H(M) Liftungen von f,g: M — M mit f* = g Nach Satz 4.2.1
existiert der Pullback-Operator <I> : Hr(M,id) — Hp(M,id). Nach Satz 3.3.1

ist Hp(M,id) vollsténdig metrisierbar durch A*. Nach Lemma 5.3.9 sind f, g
global expandierende Abbildungen. Daher folgt mit den gleichen Argumenten
wie im Beweis von Satz 5.3.2, dass @ ; IT: eine Kontraktion ist. Der eindeutige

Fixpunkt A ist eine Konjugation von f nach § und liisst sich nach Bemerkung
4.2.2 zu einer Konjugation h : M — M von f nach g projizieren. g

5.3.11 Bemerkungen:

e Fordert man nur, dass die Abbildung g quasi-expandierend ist, so folgt
natiirlich immer noch die Existenz einer Semi-Konjugation von f nach g.

e Die Voraussetzungen des Satzes lassen sich natiirlich dahingehend ab-
schwiéichen, dass man die Existenz eines Homéomorphismus h : M — M
mit einer Liftung h fordert, so dass h* o f* = g* o h* gilt.

5.3.12 Beispiel:
Fiir jedes n € N betrachten wir die Gruppe

T, = {7 } ez mit VE(r) =k +a.

Im dritten Kapitel haben wir gesehen, dass I'; die Decktransformationsgruppe

der normalen Projektion mw(x) = cos(2mz), R — [—1,1], ist (siche Beispiel
3.1.9). Man sieht leicht ein, dass I, fiir jedes n € N eigentlich diskontinuierlich
und isometrisch auf dem R™ operiert. K, := [0, 1] x [0,1]""! ist ein kompakter

Fundamentalbereich dieser Wirkung, d. h. es gilt I',,(K,,) = R™ und jeder Orbit
trifft das Innere von K, hochstens einmal. Es gilt némlich ... 1)(Kn) =

[%, 1] x [0,1]*"! und damit

Do(Ky) = Ta([0,1") 2 | (k+10,1]")

kezm

OU [k1, ki +1] X -+« X [k, kn + 1] = R™
i=1k;€Z

Die Menge int K = (0, 3) x (0,1)"~! ist offensichtlich disjunkt von den Transla-
ten ;! (int K) mit k € Z"\{0} und wegen Va1 (int K) = (3,1) x (0,1)" 1
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auch von denen der Form +, (int K) mit k£ € Z". Also ist die Projektion
prr, : R® — R"/I',, auf int K injektiv und der Quotient M, := R"/I', ist
kompakt als stetiges Bild von K. prp ist also eine normale Projektion im
Sinne von Definition 3.1.1.

Man kann sich die Projektion auch folgendermaflen vorstellen: Sei pryz. : R" —
R™/Z™ = T™ die Projektion auf den n-dimensionalen Torus und pry : 7" — M,
die Projektion der Gruppenwirkung von Z2 auf 7™ durch die Spiegelung
x+7Z" — —x + Z". Dann kommutiert das folgende Diagramm.

przni 7 (5.12)

Jede lineare Abbildung des R™, die das Punktgitter Z™ invariant ldsst, respek-
tiert die Orbits von 'y, denn fiir A € Z™*" gilt

Aﬁt(:ﬂ) =Ak+tz)=Ak+ Ax = yjk(Ax). (5.13)

Daher induziert jede solche lineare Abbildung eine Abbildung Fy4 : M,, — M,
so dass Fq o prp, = prp, oA. Sind die Eigenwerte von A dem Betrage nach
grofler als 1, so ist A in einer geeigneten Metrik global expandierend auf dem
R™ (siche Beispiel 3.4.28) und Fj4 in der zugehorigen Quotientenmetrik auf M,
quasi-expandierend.

Z" ist in I',, als Untergruppe {"}/l—:}kGZn eingebettet. Ist also = ein Auto-
morphismus von I'y,, so muss H := ¢({7;}) wieder eine Untergruppe von
I',, sein, die isomorph zu Z" ist. Jede Untergruppe dieser Art ist in {'y }
enthalten, da die Elemente v, , k& € Z", alle von Ordnung 2 sind, denn
Y (v (@) = —(—x + k) + k = = gp(Z") kann aber wegen der Surjektivitéit
von @ keine echte Untergruppe von {yk} sein. Folglich ist ¢ von folgender
Gestalt.

(7)) =5, mit A € Aut(Z").

Das Konjugationsproblem in Aut(T",) reduziert sich also auf das Konjugations-
problem in Aut(Z™). Zu einem vorgegebenen Automorphismus ¢ € Aut(I',)
existiert folglich stets ein HomGomorphismus h : M, — M, mit einer Lif-
tung h, die @ induziert, ndmlich die Projektion einer Z-linearen Abbildung
(siche (5.13)). Also reduziert sich hier das Problem der topologischen Konju-
giertheit von liftbaren quasi-expandierenden Abbildungen vollstandig auf das
Konjugationsproblem in Aut(Z™). In Dimension 1 sind die von linearen Abbil-
dungen induzierten Abbildungen auf [—1, 1] gerade die T'schebyscheff-Polynome
P, (z) = cos(narccos(z)), denn

P, (m(x)) = Py(cos(2mz)) = cos(n arccos(cos(2mz))) = cos(2m(nz)) = w(nx).

Nun wollen wir uns den Fall n = 2 genauer ansehen. R? kénnen wir mit C
identifizieren. Es stellt sich heraus, dass My = C/I'y homdomorph zur Sphére
bzw. zur Riemannschen Zahlenkugel C ist. Dies kann man sich geometrisch
folgendermaflen klar machen: Man betrachtet den Fundamentalbereich K =
[0, 4] x [0,1] und iiberlegt sich, welche Punkte auf dem Rand von K durch die
Wirkung von I's identifiziert werden. Folgendes Bild soll dies veranschaulichen.



102 Kapitel 5: Konjugationsresultate

(0,1 (0.5,1)
< o >
(0,0) (0.5,0)

Abbildung 5.5: Die 2-Sphére als Orbitraum unter der Wirkung von I's.

Durch die Identifizierung der unteren mit der oberen Seite des Rechtecks erhélt
man eine Art Rohre (kompakter Zylinder). Die Identifizierungen auf der linken
und auf der rechten Seite des Rechtecks kann man sich dann so vorstellen, dass
man die beiden Offnungen dieser Rohre zuklebt. Der so entstehende Raum ist
offensichtlich homéomorph zur 2-Sphére. Um dies auch analytisch zu beweisen,
fiihren wir die sog. Weierstraf$’sche p-Funktion ein:

p(2)=z—12+ > <ﬁ—%>,p:@—>@.

weZMIZ\ {0}

Bei p handelt es sich um eine meromorphe Funktion, die auf Z®iZ Pole 2. Ord-
nung hat und auf C\Z @ iZ holomorph ist. Ferner gilt po~y = g fiir alle v € I's.
Einen Beweis dazu findet man in [Lng 87, S. 8]. Bekanntlich sind nichtkonstante
meromorphe Funktionen offen. Als stetiges Bild des kompakten Fundamental-
bereichs K ist p(C) also sowohl offen als auch abgeschlossen in C. Daraus folgt
die Surjektivitdt von p. Sei nun v € H(C) eine beliebige Decktransformation
von g, d. h. es gilt p = p o. Dann muss v biholomorph sein (die Gleichung
p = po-y lasst sich lokal fast iiberall nach « auflésen), also gilt y(z) = az+b mit
a € C\{0} und b € C. Ferner muss v die Polmenge von g, also das Punktgitter
Z ®iZ, in sich abbilden. Daraus ergibt sich a € Z&iZ\{0} und b € Z&iZ. Mit
v(z) = az + b ist auch die durch 7/(z) := v, 0 y(z) = az definierte Abbildung
7" ein Element von D(p). Da mit 4/ € D(p) auch (v')~! € D(p) gelten muss,
folgt |a| = 1 und damit a € {£i,£1}. Wir nehmen o. B. d. A. an, dass a =i
gilt. Dann folgt p(z) = p(iz) fiir alle z € C und folglich p"(z) = —p"(i2):
Z 1 1 /(.
P (2) =6 Z m——fS Z m——@ (iz).

WELPIZ WELZBIZ
Da aber durch Umsortierung der Reihenglieder
1 1
Z, (iz —w)t Z (z —w)t
WEZPL WEZPL

folgt, ergibt sich p”(2) = —p”(z) im Widerspruch dazu, dass g kein quadrati-
sches Polynom ist. Wir haben also gezeigt, dass D(p) = I'y gilt. Dies liefert
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eine wohldefinierte holomorphe Abbildung ¢ : T2 — C, z+(Z®iZ) — p(z), die
genau einen Pol (2. Ordnung) besitzt. Also hat jeder Punkt w = p(z) € C mit
Vielfachheit gezihlt genau 2 Urbilder unter o. Dies sind die Punkte z+(Z®iZ)
und —z + (Z @iZ). Damit ist klar, dass I'y transitiv auf den Fasern von g ope-
riert. Also ist p eine normale Projektion, und mit Satz 3.1.3 folgt, dass durch

(2 My — Ea [Z] = p(z)’

ein HomGomorphismus gegeben ist. Fiir jede komplex lineare Abbildung z — az
mit & € 7Z @ iZ existiert eine rationale Funktion F, : C — C, so dass
plaz) = Fu(p(z)) gilt. Dies ist klar, da die Z-linearen Abbildungen die Or-
bits der Wirkung von I's respektieren und da o meromorph ist.

Fiir |a| > 1 ist die Julia-Menge von F,, die ganze Riemannsche Zahlenkugel.
Dies sieht man am einfachsten folgendermafen: Ist U C C eine beliebige nicht-
leere offene Menge, so ist auch p~!(U) C C offen und nichtleer. o*p=1(U)
enthélt fiir hinreichend grofies & einen Fundamentalbereich von p, wenn |a| > 1
gilt. Damit folgt

FEU) = Fi(p(p™'(U))) = pla*o™ ' (U)) =C.

Daher ist F, : C — C topologisch exakt und lisst folglich keine invariante
nichtleere offene Menge aufier C zu. Also ist die Fatou-Menge von F,, leer und
damit folgt J(F,) = C.

Der Grad der rationalen Funktion F, ist |a|?. Um dies einzusehen, betrachte
man das Diagramm (5.12). Projiziert man z — «az mit o = a + b zunéchst
auf den Torus T2 = S' x S!, so erhélt man den linearen Torusendomorphismus

E, ¢ (z,w) — (2%w™, 2bw?), der eine |a|?-blittrige Uberlagerung ist. Nach

[Kow 03, Satz 11.5.7, S. 328] lésst sich ndmlich die Matrix A := ( Z _2 ) im

folgenden Sinne diagonalisieren.%

a

(Z _b>:Q<C d>P, Q,P c Aut(Z2), cde’.

Damit ist |a|? = |det A| = |det Q||cd||det P| = |cd|, da |det Q| = |det P| =
1. Es folgt auBlerdem E, = Eq o Egjag(c,q) © Fp. Da Eg und Ep nach Satz
3.1.8 (c) HomGomorphismen sind, und Egjag(c,q) offensichtlich eine |cd|-bléttrige
Uberlagerung, ist F, eine |a|?-blittrige Uberlagerung. Nun betrachte man das
folgende Diagramm.

Fiir jedes z € My gilt also #pr, ((Fy'(2) = #E; (pry'(2)). Fiir alle

z € Mz\{prz(l,1),pr2(1,—1),pr2(—1,1),pr2(—1,—1)} besteht pI‘2_1(Z) aus ge-
nau zwei und damit E;'(pry'(2)) aus 2|a|?> Punkten. Dies ist klar, da die

5Es handelt sich um die Smith-Normalform fiir Homomorphismen von Hauptidealringen.
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Projektion in der Darstellung 72 = S x S! durch pry(z,w) = {(z,w), (z,w)}
gegeben ist. Folglich besteht auch pry*(F;'(2)) aus 2|a|> Punkten. Damit
folgt #F,1(2) = |af? fiir alle z € My\{pry(£1,+1)}. Also ist deg(Fy,) = |a/?.
Zwei Abbildungen F, F3 : My — M> mit a = ay + iaz und 3 = by + iby sind
genau dann durch einen liftbaren Homdomorphismus konjugiert, wenn a; = by
und as = +by gilt. Ist ndmlich eine Gleichung der Form

ar —az \ [ b1 —by 2
(52 )o(h e cerm

erfiillt, so folgt insbesondere tra = 2a; = 2b; = tr 8 und deta = a? + a3 =
b% + b% = det 3, also a; = by und as = £by. Umgekehrt gilt

1 0 ay —ag . ay a 1 0
0 —1 a9 aj o —a ai 0 -1 ’



Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurden viele Probleme nur ansatzweise und unbe-
friedigend gelost. Wir wollen deshalb die Arbeit mit einer Liste von offenen
Problemen und weiteren Fragestellungen abschliefen, die sich unmittelbar aus
den bewiesenen Resultaten ergeben.

e Im dritten Kapitel haben wir bewiesen, dass ein kompakter Langenraum,
der eine offene expandierende Abbildung zuldsst, eine topologische Man-
nigfaltigkeit ist, falls er eine offene Teilmenge mit nach unten beschrankter
Kriimmung besitzt. Es konnte jedoch nicht gekldrt werden, ob es einen
Raum gibt, der diese Voraussetzung nicht erfiillt. Eine weitere Fragestellung
wére, ob sich diejenigen topologischen Mannigfaltigkeiten, die expandie-
rende Abbildungen zulassen, wie im differenzierbaren Fall (siehe [Grm 81])
klassifizieren lassen.

e Der in Kapitel 4 eingefiihrte Begriff der kombinatorischen Aquivalenz fiir
stiickweise monotone Intervallabbildungen wurde mit dem in [Mel 92] ver-
glichen. Es existieren in der Literatur jedoch noch weitere Definitionen von
kombinatorischer Aquivalenz fiir andere Typen von Abbildungen (z. B. fiir
verzweigte Uberlagerungen der 2-Sphére), die wir nicht betrachtet haben.

e Im fiinften Kapitel wurde nur angedeutet und anhand von Beispielen nahe-
gelegt, dass sich der Perron-Frobenius-Operator zum Nachweis von expan-
dierenden Abbildungen verwenden ldsst. Dies wurde jedoch nicht bewiesen.

e Bei den im fiinften Kapitel bewiesenen Verallgemeinerungen des Konjugati-
onsresultats von M. Shub wurde das Konjugationsproblem nicht vollstdndig
auf ein algebraisches Problem zuriickgefiihrt, wie das beim urspriingli-
chen Resultat getan wurde. Um dies etwa fiir das verallgemeinerte Shub-
Kriterium 5.3.10 zu tun, miisste man kliren, ob es zu jedem Automor-
phismus ¢ der Decktransformationsgruppe I' einer universellen Orbifaltig-
keitsiiberlagerung  : M — M einen Homdomorphismus h € H(M) gibt
mit ho~y = o(y) o h. AuBerdem wurde im Fall der quasi-expandierenden
Abbildungen auf Orbifaltigkeiten nicht auf die Stabilitéitsfrage eingegangen.

e Dass man Pullback-Operatoren auch verwenden kann, um die Konjugiert-
heit von Abbildungen mit Attraktoren nachzuweisen, wurde nur im Fall von
Intervallabbildungen anhand eines Beispiels gezeigt. Es wére schon, wenn
man hierfiir auch allgemeinere (insbesondere héherdimensionale) Beispiele
bzw. Resultate hétte.
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Anhang

Dieser Anhang enthélt die meisten Definitionen und Resultate, die in der vor-
liegenden Arbeit verwendet werden. Er umfasst insbesondere die Gebiete men-
gentheoretische Topologie, Uberlagerungstheorie, Lingenrdume und Orbifaltig-
keiten. Nicht aufgefithrt sind die insbesondere in Kapitel 5 verwendeten Re-
sultate aus der Mafstheorie, der Riemannschen Geometrie und der komplezen
Dynamik.

A.1 Mengentheoretische Topologie

Topologische Raume

A.1.1 Definition:

Ein topologischer Raum (oder kurz Raum) ist ein Paar (X,7), bestehend
aus einer nichtleeren Menge X und einer Topologie T auf X. Das ist ein
Mengensystem 7 C P(X) mit den folgenden Eigenschaften:

(1) 0, X eT.
(2) O01,...,0, €T =N",0,€T.
(3) O; €T fiir alle i € I (I eine beliebige Indexmenge) = | J..;O; € T.

Die in T enthaltenen Mengen nennt man die offenen Mengen von X, ihre
Komplemente in X die abgeschlossenen Mengen von X. Statt (X,7)
schreibt man meist kurz X, falls aus dem Kontext hervorgeht, welche Topo-
logie zu X gehort.

el

A.1.2 Definition:

Es sei (X, T) ein topologischer Raum. Ein Mengensystem B offener Teilmengen
von X ist eine Basis der Topologie T, falls jedes O € T eine Vereinigung von
Mengen aus B ist. Ein Mengensystem S von offenen Mengen heifit Subbasis
der Topologie T, falls jedes O € T die Vereinigung endlicher Schnitte von
Mengen aus S ist.

A.1.3 Satz: (vgl [Mnk 75, S. 82])
Es sei X eine Menge und S C P(X) ein System von Teilmengen von X, deren
Vereinigung X ist. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Topologie T (S) auf
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X, so dass S eine Subbasis von T (S) ist. Man nennt diese auch die von S
erzeugte Topologie.

A.1.4 Definition:

Es sei (X, T) ein topologischer Raum und A C X. Dann wird durch 7 (A) =
{ON A| O € T} eine Topologie auf A definiert. T (A) heifit die (von X auf A
induzierte) Teilraumtopologie und A zusammen mit dieser Topologie nennt
man einen Teilraum von X.

A.1.5 Definition:

Es seien (X;,7;) fiir alle j € J topologische Rédume (J eine beliebige In-
dexmenge). Die Produkttopologie auf dem kartesischen Produkt Hje X
der X; wird erzeugt von der Subbasis {prj_l(U)] U e T, je J}, wobei
pr; ¢ [[;e; Xi — Xj, definiert durch pr; : (v;)ics — x;, die j-te Projektions-
abbildung und z; die j-te Koordinate von (x;);c sei. HjeJ X, ausgestattet
mit dieser Topologie, heilt der Produktraum der X;.

A.1.6 Definition:

Es sei (X,7Tx) ein topologischer Raum, Y eine Menge und w : X — Y eine
Surjektion. Man definiert auf Y die Quotiententopologie 7y := {O €
P(Y)| 771(O) € Tx}. Dann ist Ty eine Topologie und (Y, Ty') heifit der Quoti-
entenraum von X bzgl. 7. Ist insbesondere ~ eine Aquivalenzrelation auf X,
Y = {[z]| € X} die Menge der zugehérigen Aquivalenzklassen und 7 : X — Y
die kanonische Projektion x +— [z]|, so schreiben wir fiir den Quotientenraum
von X bzgl. m auch X/ ~.

A.1.7 Definition:

Es sei (X, T) ein topologischer Raum und x € X. Eine Menge U C X ist eine
Umgebung von x, falls eine offene Menge O € T existiert mit x € O C U. U
heifit offene Umgebung von x, falls zusétzlich U € T gilt.

A.1.8 Definition:

FEin topologischer Raum (X, T) erfiillt das erste Abzidhlbarkeitsaxiom, falls
jedes x € X eine abzédhlbare Umgebungsbasis besitzt, d. h. falls es ein abzéhl-
bares Mengensystem U bestehend aus offenen Umgebungen von x gibt, so dass
jede Umgebung von x Obermenge eines U € U ist. (X,T) erfiillt das zweite
Abzihlbarkeitsaxiom, falls es eine abzidhlbare Basis der Topologie T gibt.

A.1.9 Satz: (vgl [Mnk 75, Theorem 1.2, S. 191])
Ein Teilraum A C X erfiillt das erste bzw. zweite Abzédhlbarkeitsaxiom, falls X
das erste bzw. zweite Abzédhlbarkeitsaxiom erfiillt.

A.1.10 Definition:

Es sei (X, T) ein topologischer Raum und A C X. Das Innere oder der offene
Kern int(A) = int7(A) von A ist die Vereinigung aller in X offenen Teilmengen
von A. Der topologische Abschluss cl(A) = cly(A) von A ist der Schnitt
iiber alle in X abgeschlossenen Obermengen von A. Es gilt int(A) C A C cl(A).
Der Rand bd(A) = bdr(A) von A ist definiert als bd(A) = cl(A) N cl(X\A).
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Aus der Definition geht unmittelbar hervor: int(A) ist stets offen, cl(A) und
bd(A) sind stets abgeschlossen. Eine Teilmenge A C X heifit dicht in X, wenn
cly(A) = X. Ein Punkt © € X heift Hiufungspunkt der Menge A, falls
VN (A\{z}) # 0 fiir alle Umgebungen V von x. Ist x € A, so heifit = isolierter
Punkt von A, wenn x kein Haufungspunkt von A ist. Eine Teilmenge A C X
heifit diskret, wenn zu jedem Punkt x € A eine Umgebung U von x existiert
mit UN A = {z}.

A.1.11 Satz:
Es sei (X, T) ein topologischer Raum, x € X und A C X. Dann gilt:

(a) z € cl(A) genau dann, wenn ANU # () fiir alle Umgebungen U von x
(vgl. [Mnk 75, Theorem 6.5, S. 95]).

(b) Erfiillt X das erste Abzéhlbarkeitsaxiom, dann ist x € cl(A) genau dann,
wenn es eine Folge (xy)neny C A gibt mit lim, o x, = = (vgl. [Mnk 75,
Theorem 1.1, S. 190]).

(¢) A ist abgeschlossen genau dann, wenn jeder Hiaufungspunkt von A in A
liegt (vgl. [Mnk 75, Cor. 6.7, S. 97]).

Folgen und Stetigkeit

A.1.12 Definition:

Es sei (X, T) ein topologischer Raum. Eine Folge in X ist eine Abbildung N —
X, n+— x,, und wird auch mit (z,)n,en bezeichnet. Eine Teilfolge von (x;,)neN
ist eine Folge (Yn)nen, S0 dass yn = Tp,(n) mit einer streng monoton wachsenden
Abbildung m : N — N gilt. Eine solche Teilfolge wird dann auch mit (x,,, )nen
bezeichnet. Eine Folge (z,,)nen heilt konvergent mit Grenzwert x € X, in
Zeichen x = T-lim, . x,, oder kurz x = 7T-limx,, falls fiir jede Umgebung
U von x ein ng € N existiert, so dass x, € U gilt fiir alle n > ng. Ein
Punkt z € X heilt Hiufungswert der Folge (z,,)nen, falls es eine konvergente
Teilfolge (zm,, )nen mit Grenzwert x gibt.

A.1.13 Definition:

Es seien (X, 7x) und (Y, 7Ty) topologische Rdume. Eine Abbildung f : X — Y
heiBt folgenstetig, wenn fiir jede konvergente Folge (x,)neny C X mit Grenz-
wert x € X die Folge (fn(7))nen CY gegen f(z) konvergiert.

A.1.14 Definition:

Es seien (X, 7Tx) und (Y, 7Ty) topologische Rdume. Eine Abbildung f : X — Y
heiBt stetig, falls f~1(O) € Ty fiir alle O € Ty gilt. Ist zudem f invertierbar
und ist auch die Umkehrabbildung f~' : Y — X stetig, so nennt man f einen
Homdéomorphismus. X und Y nennt man homéomorph, falls es einen
Homéomorphismus h : X — Y gibt. f heifit lokaler Homéomorphismus,
wenn es zu jedem Punkt x € X offene Umgebungen U von x undV vony = f(x)
gibt, so dass f|y: U — V ein Homéomorphismus ist.

A.1.15 Definition:
Eine stetige Abbildung f : X — Y heifit offen bzw. abgeschlossen, wenn fiir
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jede offene bzw. abgeschlossene Menge A C X auch f(A) offen bzw. abgeschlos-
sen ist.

A.1.16 Satz:
Es seien (X,7x) und (Y,7y) topologische Rdume und f : X — Y eine Abbil-
dung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(a) f ist stetig.

(b) f~YO) € Tx fiir alle Elemente O einer Subbasis von Ty (vgl. [Dgy 66,
Theorem 8.3, S. 79)]).

(c) f~1(C) ist abgeschlossen fiir alle abgeschlossenen C C Y (vgl. [Mnk 75,
Theorem 7.1, S. 103]).

(d) f(cl(A)) C cl(f(A)) fiir alle A C X (vgl. [Mnk 75, Theorem 7.1, S. 103]).

(e) Fiir alle x € X und jede Umgebung V' von f(x) gibt es eine Umgebung U
von x, so dass f(U) C V (vgl. [Dgy 66, Theorem 8.3, S. 79]).

(f) Falls X das erste Abzédhlbarkeitsaxiom erfiillt: — f ist folgenstetig
(vgl. [Mnk 75, Theorem 1.1, S. 190]).

Trennungsaxiome, Kompaktheit und Zusammenhang

A.1.17 Definition:

Es sei (X,T) ein topologischer Raum. X heifit hausdorffsch oder Haus-
dorffraum, falls es zu je zwei verschiedenen Punkten x,y € X disjunkte Um-
gebungen U von x und V von y gibt. X heifit regulér, falls es fiir jede ab-
geschlossene Teilmenge A C X und jeden Punkt x € X\A offene disjunkte
Mengen U,V € T gibt mit A C U und x € V. X heifit normal, falls es fiir je
zwel disjunkte abgeschlossene Teilmengen A, B C X offene disjunkte Mengen
U,V €T gibt mit ACU und BCV.

A.1.18 Satz:
Fiir jeden topologischen Raum X gilt:

(a) Ist X hausdorffsch, so auch jeder Teilraum von X (vgl. [Mnk 75, Theorem
2.2, S. 197)).

(b) Ist X hausdorffsch, so gilt: X ist genau dann reguldr, wenn es zu jeder
Umgebung U von x € X eine offene Menge V gibt mitx € V C cl(V) C U
(vgl. [Mnk 75, Lemma 2.1, S. 196]).

(¢) Ist X hausdorffsch, so gilt: X ist genau dann normal, wenn es zu jeder
abgeschlossenen Menge A und jeder offenen Menge U mit A C U eine
offene Menge V gibt mit A C V C cl(V) C U (vgl. [Mnk 75, Lemma 2.1,
S. 196]).

A.1.19 Definition:

Ein Mengensystem U von Teilmengen eines topologischen Raumes X heifit
Uberdeckung von X, falls X = Upen U. Die Uberdeckung U heifit offen,
falls jedes U € U offen ist.
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A.1.20 Definition:

Ein topologischer Raum X heiBt kompakt, falls jede offene Uberdeckung von X
eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Eine Teilmenge A C X heifit kompakt,
falls sie als Teilraum von X kompakt ist. Eine Teilmenge A C X heifit relativ
kompakt, falls ihr Abschluss cl(A) C X kompakt ist. Ein topologischer Raum
X heifit lokal kompakt, falls fiir jedes x € X und jede Umgebung U von x
eine kompakte Umgebung K C U von z existiert.

A.1.21 Satz:
Es sei X ein kompakter topologischer Raum. Dann gilt:

(a) Jeder abgeschlossene Teilraum A C X ist kompakt (vgl. [Mnk 75, Theo-
rem 5.2, S. 165]).

(b) IstY ein weiterer topologischer Raum und f : X — Y stetig, so ist f(X)
ein kompakter Teilraum von Y (vgl. [Mnk 75, Theorem 5.5, S. 167]).

(c) Es sei {C;}ier eine Familie abgeschlossener Teilmengen von X mit der
Eigenschaft (;c; C; # 0 fiir jede endliche Menge J C I. Dann gilt auch
Nicr Ci # 0 (vgl. [Mnk 75, Cor. 5.10, S. 171)).

A.1.22 Satz:
Sei X ein kompakter Hausdorffraum. Dann gilt:

(a) X ist normal (vgl. [Mnk 75, Theorem 2.4, S. 198]).

(b) X ist metrisierbar, wenn X das zweite Abzéihlbarkeitsaxiom erfiillt
(vgl. [Mnk 75, Theorem 4.1, S. 217]).

(¢) Eine Teilmenge A C X ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen
ist (vgl. [Mnk 75, Theorem 5.2/5.3, S. 165/166]).

(d) Jede stetige Bijektion h : X — Y auf einen Hausdorflraum Y ist ein
Homdéomorphismus (vgl. [Mnk 75, Theorem 5.6, S. 167]).

A.1.23 Satz: (vgl. [Mnk 75, Theorem 1.1, S. 232])

Es sei (X;,7;) fiir jedes j € J ein kompakter topologischer Raum (J eine
beliebige Indexmenge). Dann ist auch der Produktraum HjeJXj kompalkt.
A.1.24 Satz: (vgl. [Mnk 75, Theorem 6.4, S. 175])

Ist X kompakt und f : X — R stetig, so nimmt f globale Extrema auf X an,
d. h. es existieren a,b € X, so dass f(b) < f(x) < f(a) fiir alle z € X.

A.1.25 Definition:

Ein topologischer Raum X heilt zusammenhidngend, falls er sich nicht in
zwei offene, disjunkte und nichtleere Teilmengen zerlegen lésst, d. h. X ist ge-
nau dann zusammenhéngend, wenn X und () die einzigen Teilmengen von X
sind, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind. FEine Teilmenge A C X
heifit zusammenhéngend, wenn sie als Teilraum von X zusammenhédngend ist.
Die Relation ,x ~ y genau dann, wenn es eine zusammenhédngende Teilmenge
A C X mit z,y € A gibt® ist eine Aquivalenzrelation. Die zugehérigen Aqui-
valenzklassen nennt man die Zusammenhangskomponenten von X. Sind



112 ANHANG

alle Zusammenhangskomponenten von X einpunktig, so heifit X total unzu-
sammenhéingend. Einen Raum X mit der Eigenschaft, dass jede Umgebung
eines Punktes eine zusammenhidngende Umgebung enthélt, nennt man lokal
zusammenhéngend.

A.1.26 Satz:
Fiir jeden topologischen Raum X gilt:

(a) Die Zusammenhangskomponenten von X sind zusammenhéngend und ab-
geschlossen (vgl. [Dgy 66, Def. 3.1, Theorem 3.2, S. 111)).

(b) Ist f : X — Y stetig und X zusammenhéngend, so ist auch f(X) als
Teilraum von Y zusammenhéngend (vgl. [Mnk 75, Theorem 1.5, S. 149]).

A.1.27 Definition:

Ein topologischer Raum X heilit wegzusammenhéidngend, falls zu je zwei
Punkte z,y € X ein Weg « : [0,1] — X (d. h. eine stetige Abbildung) exi-
stiert mit «(0) = x und (1) = y. Eine Teilmenge A C X heifit wegzusam-
menhéngend, falls sie als Teilraum von X wegzusammenhéngend ist. X heif3t
lokal wegzusammenhéingend, falls jede Umgebung eines Punktes ¢ € X eine
wegzusammenhéidngende Umgebung enthélt.

A.1.28 Satz:

Es sei X ein topologischer Raum. Dann gilt:

(a) Ist X wegzusammenhéingend, so ist X zusammenhéngend (vgl. [Dgy 66,
Theorem 5.3, S. 115]).

(b) Ist f: X — Y stetig und X wegzusammenhéngend, so ist f(X) wegzu-
sammenhéngend (vgl. [Dgy 66], S. 115).

Metrische Riaume

A.1.29 Definition:
Ein Paar (X, d) mit einer nichtleeren Menge X und einer Abbildungd : X xX —
Rg heifit metrischer Raum, falls folgende Axiome erfiillt sind.

(1) dz,y) =0z =y.

(2) d(z,y) =d(y,x) fiir alle z,y € X.

(3) d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) fiir alle z,y,z € X.
Die Abbildung d nennt man auch Metrik. Zu jedem a € X und € > 0 definiert
man den e-Ball um a durch B(a,¢) := {x € X| d(z,a) < €}. Eine Teilmenge

A C X heifit offen, wenn zu jedem Punkt a € A ein € > 0 existiert, so dass
B(a,e) C A gilt.

A.1.30 Satz:

Jeder metrische Raum (X, d) wird in kanonischer Weise zu einem topologischen
Raum, indem man mit Hilfe der Metrik d eine Topologie Ty auf X definiert,
deren Elemente gerade die offenen Mengen von X im Sinne von Definition
A.1.29 sind. Eine Basis dieser Topologie ist z. B. die Menge aller e-Bélle.
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A.1.31 Satz: (vgl [Bur 01, Ex. 1.4.10, S. 10])

Die Metrik d : X x X — R eines beliebigen metrischen Raumes (X,d) ist
stetig, wenn man X x X mit der Produkttopologie und R mit der euklidischen
Topologie ausstattet.

A.1.32 Definition:
Fin metrischer Raum (X, d) heifit beschrénkt, falls ein € > 0 und ein v € X
existieren mit X = B(x,¢).

A.1.33 Definition:

Ist (X,d) ein metrischer Raum und A C X eine nichtleere beschréinkte Teil-
menge von X so definieren wir den Durchmesser von A durch diam A :=
diamg A := sup{d(z,y)| =,y € A}.

A.1.34 Satz:

Fiir jeden metrischen Raum (X, d) gilt:

(a) (X,7y) ist hausdorffsch, reguldr und normal (vgl. [Mnk 75, Theorem 2.3,
S. 198]).

(b) Der Raum (X, 7y) ist genau dann kompakt, wenn jede Folge in X einen
Héufungswert besitzt (vgl. [Mnk 75, Theorem 7.4, S. 181]).

(c) Ist ein Teilraum A C X kompakt, so ist er abgeschlossen und beschréinkt
(vgl. [Dgy 66, 4.2, S. 233)).

A.1.35 Definition:
Sei f : X — Y eine Abbildung von metrischen Rdumen (X,dx) und (Y,dy).
Dann heifit f gleichméBig stetig, falls gilt:

Ve>0:30>0: Vai, 29 € X : dx(m'l,m'g) <= dy(f(.%'l),f(.%'g)) < €.
f heiBt Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L > 0, falls

dy (f(x), f(y)) < Ldx(x,y) fiir alle x,y € X.

f heilt Kontraktion oder kontraktiv, falls f Lipschitz-stetig mit Lipschitz-
Konstante L < 1 ist.

A.1.36 Satz: (vgl. [Dgy 66, Theorem 4.6, S. 234])
Sind X und Y metrische Rdume und X kompakt, so ist jede stetige Abbildung
f: X =Y gleichméafig stetig.

A.1.37 Definition:
FEine Folge (vp)neny C X in einem metrischen Raum (X,d) heifit Cauchy-
Folge, falls gilt:

Ve >0:3ng € N:Vn,m > ng: d(xn, xm) < €.

Der Raum (X, d) heiit vollstéindig, falls jede Cauchy-Folge in X gegen einen
Punkt in X konvergiert.
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A.1.38 Satz:
Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann gilt:

(a) Ist X kompakt, so ist X vollstindig und separabel.

(b) Ist X vollstdndig, so ist X Baire, d. h. der Durchschnitt abzéhlbar vieler
offener und dichter Teilmengen ist dicht in X (vgl. [Dgy 66, Theorem 4.1,
S. 299]).

(¢c) X ist genau dann separabel, wenn X das zweite Abzihlbarkeitsaxiom
erfiillt (vgl. [Dgy 66, Theorem 5.6, S. 187]).

A.1.39 Definition:

Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Erweiterung von (X,d), d. h. ein
metrischer Raum (X, d) mit X € X und d = d|xx heift Vervollstindigung
von (X,d), falls (X,d) vollstindig ist und X dicht in X liegt.

A.1.40 Satz: (vgl [Bur 01, Prop. 1.5.5, S. 11])
Ist (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum und A C X, so ist cl(A) als Teil-
raum von X eine Vervollstindigung von (A, d).

A.1.41 Satz: (vgl. [Mnk 75, Ex. 2, S. 269))

Es seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Ridume und f : X — Y gleichméfBig
stetig. Sind dann (X,dX) und (Y,d?) Vervollstéindigungen von (X,dx) und
(Y, dy), so existiert genau eine Fortsetzung von f zu einer (gleichméBig) stetigen
Abbildung f : X — Y. Ist f Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L > 0,
so auch f

A.1.42 Satz: (vgl. [Mnk 75, Lemma 7.1, S. 179])

Es sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum. Dann existiert zu jeder offenen
Uberdeckung U von X ein ¢ > 0 (,Lebesgue-Zahl“), so dass fiir jedes x € X
ein U € U existiert mit B(xz,e) C U.

A.1.43 Definition:
Sei (X, d) ein metrischer Raum und 0 eine nichtnegative reelle Zahl. Fiir eine
endliche oder abzéhlbare Uberdeckung {S;}ier von X definiert man:

ws({Si}ier) :=) _(diam 5;)°. (A.14)

iel
Fiir jedes € > 0 ist us.(X) definiert durch
w5, (X) :=inf {ws({Si }ier)| diam(S;) < ¢ fiir allei € I},

wobei inf ) = co. Das d-dimensionale Hausdorffmaf3 von X ist definiert
durch

ps(X) = C(0) - lim ps o (X),

wobei C(§) eine positive Normierungskonstante ist. Ferner setzt man ps(0)) = 0
fiir alle § > 0.
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A.1.44 Satz und Definition: (vgl. [Bur 01, Theorem 1.7.16, S. 22))

Fiir jeden metrischen Raum X existiert ein dp € [0, 0], so dass us(X) = 0 fiir
alle § > 6y und ps(X) = oo fiir alle § < ég. Die Zahl §y heiit die Hausdorff-
dimension von X und wird mit dimg X bezeichnet.

Topologische Gruppen

A.1.45 Definition:

Ein Tripel (X,-,7) heiit topologische Gruppe, wenn (X,7) ein topologi-
scher Raum und (X, -) eine Gruppe ist, und wenn dariiber hinaus die Abbil-
dungen X x X — G, (g,h) — gh, und X — X, g+ g1, stetig sind.

A.1.46 Satz: (vgl. [Mnk 75, Ex. 3, S. 144])
Ist (X,-,7T) eine topologische Gruppe und g,h € X, so sind die Abbildungen
x— 7', x— gz, x — xh und x — grh Homdomorphismen auf X.

A.1.47 Satz:
Es seien (X,-,7) und (X',-,7") topologische Gruppen. Dann gilt:
(a) Jede Untergruppe H C X ist eine topologische Gruppe in der von (X, T)
induzierten Teilraumtopologie.

(b) Der Abschluss cly (H) einer Untergruppe H C X ist eine Untergruppe von
X und der Abschluss eines Normalteilers ist ein Normalteiler (vgl. [Oss 92,
Satz 4.1.7, S. 120]).

(¢) Ein Gruppenhomomorphismus g : X — X' ist genau dann stetig, wenn er
in einem Punkt x € X stetig ist (vgl. [Oss 92, Kor. 4.1.4, S. 119]).

A.1.48 Definition:
Es sei G eine topologische Gruppe und X ein topologischer Raum. FEine Ope-
ration von G auf X ist eine stetige Funktion

G x X — X, Schreibweise: (g,x) — gz,
so dass fiir alle g, ¢’ € G und x € X die folgenden Bedingungen gelten:
g(dr) = (99 )r und 1z =x.

Fiir x € X heit Gz = {gz| ¢ € G} C X der Orbit von x. Zwei Punkte
z,7" € X heiflen G-dquivalent, wenn Gx = Gx' ist, d. h. wenn es ein g € G
mit & = gx' gibt. Der Quotientenraum von X nach dieser Aquivalenzrelation
heiBt der Orbitraum und wird mit X/G bezeichnet. G operiert frei auf X,
wenn gx # x fiir alle x € X und g € G\{1}; das bedeutet, dass fiir 1 # g der
Homoéomorphismus X — X, x — gz, keinen Fixpunkt hat.
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A.2 Uberlagerungstheorie

Die Fundamentalgruppe

A.2.1 Notation:

Mit I bezeichnen wir in diesem Abschnitt das Einheitsintervall [0, 1] (ausge-
stattet mit der euklidischen Topologie). Unter einem Raum mit Basispunkt
verstehen wir ein Paar (X, xg), wobei X ein topologischer Raum und xy € X
ein Punkt ist. Eine basispunkterhaltende Abbildung f : (X,z¢) — (Y,yo) ist
eine stetige Abbildung f : X — Y mit f(x¢) = yo.

A.2.2 Definition:

Zwei stetige Abbildungen f,qg : X — Y heiflen homotop, falls es eine stetige
Abbildung H : X x I — Y, genannt Homotopie, gibt, so dass f(x) = H(z,0)
und g(x) = H(x,1) fiir alle x € X gilt, in Zeichen: f ~ g.

A.2.3 Definition: (vgl. [StZ 88, Def. 5.1.1, S. 100))

Es sei X ein topologischer Raum. Ein Weg in X ist eine stetige Abbildung
a : I — X. Die Punkte xyp = «(0) und =1 = «(l) heiflen Anfangs- und
Endpunkt von . Wir sagen auch: « ist ein Weg von xg nach x1. Im Fall
xo = x1 heifit a ein geschlossener Weg mit Aufpunkt xy. Fiir x € X ist
ce I — X, c,(t) = x fiir allet € U, ein Weg in X; er heiit der konstante
Weg bei x.

A.2.4 Definition: (vgl. [StZ 88, Def. 5.1.2, S. 101])

Der zum Weg o : I — X inverse Weg a~! : I — X ist definiert durch
al(t) = a(l —t). Zwei Wege a,3 : I — X heifen aneinanderfiigbar,
wenn «(1) = ((0). Dann ist der Produktweg «f3 : I — X definiert durch
af(t) = a(2t) fir t € [0,3] und aB(t) = B(2t — 1) fir t € [3,1]. Ist a ein
geschlossener Weg, so ist aa erklirt. Diesen Weg bezeichnen wir auch mit o?.
A.2.5 Definition: (vgl. [StZ 88, Def. 5.1.3, S. 101])

Zwei Wege o, 3 : I — X heiflen homotop (genauer: homotop in X relativ
der Endpunkte), wenn «(0) = 5(0) und a(1) = (1) gilt und es eine stetige
Abbildung H : I? — X gibt mit H(s,0) = «(s), H(s,1) = f(s) fiir alle
s € I und H(0,t) = «(0), H(1,t) = «(1) fiir alle t € I, in Zeichen: o ~ [3.
Die Aquivalenzklasse von « bzgl. dieser Relation wird mit [a] bezeichnet. Sie
heiBt die Homotopieklasse von «. FEin geschlossener Weg o mit Aufpunkt x
heifit nullhomotop, wenn « ~ ¢,. Ist X wegzusammenhingend und ist jeder
geschlossene Weg in X nullhomotop, so heifit X einfach zusammenhéngend.

A.2.6 Definition:
Fiir aneinanderfiighare Wege « und § ist das Produkt der Homotopieklas-
sen definiert durch [o][5] := [af].

A.2.7 Lemma: (vgl [StZ 88, Lemma 5.1.6, S. 102])

(a) Esgilt [o]([6]1]) = ([oJ[B))]] fiir Wege o, 8,7 : I — X mit (1) = 5(0)
und 3(1) = 7(0).
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(b) Es gilt [c;][e] = [ = [al[c,] fiir jeden Weg « in X von x nach y.

(c) Es gilt [a][a™!] = [¢;] und [aY[a] = [¢,] fiir jeden Weg o in X von
nach y.

A.2.8 Satz und Definition: (vgl. [StZ 88, Satz und Def. 5.1.7, S. 103])
Sei (X, zp) ein topologischer Raum mit Basispunkt xg. Dann ist die Menge

m1(X,x0) :=={[e]| a: I — X geschlossener Weg mit Aufpunkt x}

eine Gruppe bzgl. der Multiplikation [«][3] = [af]. Sie heiit die Fundamen-
talgruppe von X zum Basispunkt xq. Ihr neutrales Element 1 = [cy,] Ist
die Homotopieklasse aller nullhomotopen geschlossenen Wege in X mit Auf-
punkt zg. Invers zu [a] ist [a] 7! = [a7!].

A.2.9 Satz und Definition: (vgl. [StZ 88, Satz und Def. 5.1.8, S. 103])
Ist v : I — X ein Weg von zg nach x1, so ist

v s m(X @) — m(X,@0), ([e]) = My

ein Gruppenisomorphismus. Wenn xzg,z1 € X in der gleichen Wegzusammen-
hangskomponente liegen, ist folglich m (X, z9) = 71(X,z1). Wenn X wegzu-
sammenhéngend ist, gilt dies fiir alle xg,z; € X. Dann schreiben wir, wenn es
auf den Basispunkt nicht ankommt, 71 (X) statt m (X, zo).

A.2.10 Lemma: (vgl [StZ 88, Kor. 5.1.13, S. 105])
Ist X wegzusammenhéingend, so sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) X ist einfach zusammenhéngend.
(b) m(X,x0) =1 fiir ein (also fiir alle) g € X.
(¢) a~p:I— X fir je zwei Wege mit gleichem Anfangs- und Endpunkt.

A.2.11 Satz und Definition: (vgl. [StZ 88, Satz 5.1.15/16, S. 105])

Sei f: (X,z0) — (Y,yo0) eine stetige Abbildung, so wird durch [a] — [f o a] ein
Homomorphismus von (X, xg) nach m1(Y,yo) definiert. Er heifit der von f
induzierte Homomorphismus der Fundamentalgrupppen und wird mit
m1(f) oder f, bezeichnet. Es gilt:

(a) Ist f =idx die Identitét, so ist f. die Identitédt von m (X, xo).

(b) Sind f : (X,z0) — (Y,y0) und g : (Y,y0) — (Z, z0) stetige Abbildungen,
50 ist gufy = (9f)- : 71 (X, 20) — 71(Z, 2).

(c) Aus f=g:(X,z0) = (Y,y0) folgt fs = gu: (X, z0) = m1(Y, 90)

A.2.12 Satz: (vgl [StZ 88, Satz 5.1.17, S. 105])

Seien f ~ g : X — Y homotope Abbildungen und sei v : I — Y der Weg,
den das Bild von xqg € X bei einer Homotopie H : f ~ ¢ durchlduft, also
~v(t) = H(t,xo). Dann ist f. = v4 o g«
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A.2.13 Satz: (vgl [StZ 88, Satz 5.2.5, S. 109])

Fiir topologische Raume (X, xo) und (Y,yo) mit Basispunkt ist die Funktion
(Pris, Proy) : m(X x Y, (xo,y0)) — m1(X,z0) ® m1(Y, yo) ein Gruppenisomor-
phismus. Dabei ist pr; : X xY — X bzw. pry : X xY — Y die Projektion auf
X bzw. Y.

Uberlagerungen

A.2.14 Definition: (vgl. [StZ 88, Def. 6.1.1, S. 146])

Es sei X ein topologischer Raum. Eine Uberlagerung von X besteht aus
einem topologischen Raum X und einer stetigen Abbildung p : X — X, so
dass es zu jedem x € X eine offene Umgebung U mit folgenden Figenschaften
gibt:

(a) Das Urbild p~Y(U) ist die Vereinigung von offenen paarweise disjunkten

Mengen U; C X, j € J, wobei J # () eine Indexmenge ist.

(b) Fiir alle j € J ist die Einschréinkung p[UJ_: U; — U ein Homéomorphismus.

Sind die Rdume X und X wegzusammenhingend, so sprechen wir von einer
wegzusammenhingenden Uberlagerung. Die Abbildung p nennen wir
Uberlagerungsabbildung oder kurz Uberlagerung. X heift der Uberla-
gerungsraum, X heifit Basisraum. Fiir x € X heiit p~!(z) die Faser iiber
x. Eine Umgebung U wie oben heifit eine bzgl. p gleichméBig iiberlagerte
Umgebung. Die Mengen Uj heiflen die Blétter iiber U.

A.2.15 Satz und Definition: (vgl. [StZ 88, Satz 6.1.2, S. 147])
Ist p: X — X eine Uberlagerung und X zusammenhéngend, so sind je zwei Fa-
sern gleichmiéichtig. Thre Méchtigkeit heift die Blidtterzahl der Uberlagerung.

A.2.16 Satz:
Es sei p: X — X eine Uberlagerung. Dann gilt:

(a) Fiir z € X ist die Faser p~'(z) ein diskreter Teilraum von X (vgl. [StZ 88,
Satz 6.1.3, S. 147]).

(b) Wenn der zusammenhéngende Teilraum AcC XZﬁber einer gleichméfBig
tiberlagerten Umgebung U in X liegt (d. h. p(A) C U), so gibt es ein
Blatt U; iiber U mit A C U; (vgl. [StZ 88, Satz 6.1.3, S. 147]).

(¢) Ist z € V C U, V offen, und wird U gleichméBig iiberlagert, so auch V
(vgl. [StZ 88, Satz 6.1.3, S. 147)).

(d) Die gleichméBig iiberlagerten Umgebungen in X bilden eine Basis fiir die
Topologie von X, und die dartiber liegenden Bléitter bilden eine Basis fiir
die Topologie von X (vgl. [StZ 88, Satz 6.1.3, S. 147]).

(e) Die Uberlagerungsabbildung p ist ein lokaler HomGomorphismus und eine
surjektive und offene Abbildung (vgl. [StZ 88, Satz 6.1.3, S. 147]).

(f) p ist genau dann eine einblittrige Uberlagerung, wenn p ein Homdomor-
phismus ist (vgl. [StZ 88, Bsp. 6.1.5, S. 147]).
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(g) Ist X einfach zusammenhéingend, so ist p ein Homd&omorphismus
(vgl. [StZ 88, Satz 6.3.5, S. 157]).

(h) Hat p eine endliche Blitterzahl und ist p' : X — Y eine weitere Uber-
lagerung, so ist auch die Hintereinanderschaltung p' op : X — Y eine
Uberlagerung. Ist speziell p eine n-blittrige und p’ eine m-blittrige Uber-
lagerung, so ist p' o p mn-bléittrig (vgl. [Mnk 75, Ex. 6, S. 336]).

(i) Fiir jede Teilmenge A C X ist auch die Einschréinkung pl,-1(4y: p~'(A) —
A eine Uberlagerung (vgl. [StZ 88, Bsp. 6.1.5, S. 148]).

A.2.17 Satz und Definition: (vgl [StZ 88, Def. 6.1.4, S. 147])

Zwei Uberlagerungen p : X — X und p' : X' — X heiBen dquivalent (1m
Sinne der Uber]agerungstheone) wenn es einen Homdomorphismus b : X — X'
gibt, so dass p' o h = p. Dann bildet h jede Faser der ersten Uberlagerung
bijektiv auf die Faser der zweiten Uberlagerung iiber demselben Punkt von X
ab. Daher heifit h fasertreuer Homdomorphismus. Diese Relation ist eine
Aquivalenzrelation. Aquivalente Uberlagerungen haben gleiche Bléitterzahl.

A.2.18 Satz: (vgl. [StZ 88, Bsp. 6.1.5, S. 148])

(a) Sind p; : X, — X; (i = 1,2) Uberlagerungen, so auch das Produkt p; X ps :
X1 x Xo — X1 x Xo, (T1,%2) + (p1(Z1), p2(T2))-

(b) Istp: X — X eine Uberlagerung und A C X ein Teilraum, so ist auch
die eingeschrénkte Abbildung p|,-1(4: p~Y(A) — A eine Uberlagerung.

Liftungen

A.2.19 Definition:

Es sei p : X — X eine Uberlagerung und f : Y — X eine stetige Abbildung.
Ist f: Y — X eine stetige Abbildung mit f = po f, so heifit f eine Liftung
von f bzgl. p

A.2.20 Satz: (vgl. [StZ 88, Satz 6.2.2, S. 151])

Zu jedem Weg « in X und zu jedem Punkt T iiber dem Anfangspunkt a(0)
von « gibt es genau eine Liftung & von o mit &(0) = &. Ferner gilt: Homotope
Wege liften sich in homotope Wege, d. h. wenn o ~ 3 in X, so & ~ [3, wenn
d,ﬁ Liftungen von «, 3 zum gleichen Anfangspunkt sind. Insbesondere haben
die Liftungen &, 3 denselben Endpunkt.

A.2.21 Satz: (vgl [StZ 88, Satz 6.2.4, S. 152])

Es sei p : X — X eine Uberlagerung und Y ein zusammenhédngender Raum.
Sind f,§: Y — X zwei Liftungen derselben Abbildungen, d. h. po f=pog,
und nehmen f g an einem Punkt den gleichen Wert an, so gilt f =g.

A.2.22 Satz: (vgl [StZ 88, Satz 6.2.6, S. 154]) .
Y sei wegzusammenhédngend und lokal wegzusammenhéngend, p : X — X sel
eine Uberlagerung und f : Y — X stetig. Ferner seien yg € Y, xg € X und
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%o € X Punkte mit f(yo) = xo und p(Zg) = xg. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(a) Es gibt eine stetige Abbildung f : Y — X mit po f = f und f(yo) = Zo.
(b) fari(Y,90) C p*ﬂ'l(X,jO)-

A.2.23 Satz und Definition: (vgl. [StZ 88, Satz 6.3.1, S. 155])

Der von der Uberlagerungsabbildung p : X — X induzierte Homomorphismus
pe : (X, &) — w1 (X, xo) ist injektiv. Die Bildgruppe p,m1(X, %) C 71 (X, z0)
besteht aus den Homotopieklassen [o] € 71 (X, o), fiir die die Liftung & ein ge-
schlossener Weg in X ist. p,m (X, o) C (X, xo) heifit die charakteristische
Untergruppe der Uberlagerung p : X — X zum Punkt .

A.2.24 Satz: (vgl. [StZ 88, Satz 6.3.2, S. 155])

(a) Ist & ein Weg in X von i nach Zy und a = [poa] € m(X,x0), so
ist pumi (X, %0) = apem (X, 25)a~". Ist also X wegzusammenhingend, so
sind je zwei charakteristische Untergruppen in 7 (X, zg) konjugiert.

(b) Ist U C m(X,20) zu einer charakteristischen Untergruppe p,m (X, Xo)
konjugiert, so ist U selbst eine charakteristische Untergruppe, also U =
p«m1 (X, Z() fiir einen Punkt & tiber xy.

A.2.25 Definition:

Sei p : X — X eine wegzusammenhingende Uberlagerung. Dann ist
C(X,p) = {p«m1(X,%0)| Zo € p~'(x0)} eine Klasse konjugierter Untergrup-
pen von my (X, zg). Sie heifit die charakteristische Konjugationsklasse der
Uberlagerung p: X — X.

A.2.26 Satz: (vgl. [StZ 88, Satz 6.3.4, S. 156])

Zwei wegzusammenhéngende Uberlagerungen p: X — X und p/ : X' — X des
lokal wegzusammenhédngenden Raumes X sind genau dann dquivalent, wenn sie
das gleiche Liftungsverhalten haben, d. h. wenn die charakteristischen Konju-
gationsklassen C'(X,p) und C(X',p') in (X, z¢) iibereinstimmen.

A.2.27 Satz: (vgl [StZ 88, Satz 6.3.5, S. 157])

Die Blitterzahl der wegzusammenhingenden Uberlagerung p : X — X ist der
Index der charakteristischen Untergruppe p*m(X', Zo) in der Gruppe w1 (X, xo).
Dieser ist natiirlich unabhéngig von o € p~(x0).

Universelle Uberlagerung und Decktransformationen

A.2.28 Satz und Definition: (vgl. [StZ 88, Def. 6.4.1, S. 157])
Eine wegzusammenhingende Uberlagerung heiit universell, wenn eine der fol-
genden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

(a) X ist einfach zusammenhingend.

(b) Die Konjugationsklasse C(X,p) besteht aus der Untergruppe {1} C
(X, x0).
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(c) Ein geschlossener Weg o in X mit Anfangs- und Endpunkt xo liftet sich
niemals in einen geschlossenen Weg in X, es sei denn, « ist nullhomotop.

Dabei ist x9 € X fest. Wenn (ii) und (iii) fiir xy gelten, so auch fiir alle
anderen x € X. Wenn X wegzusammenhéngend ist, sind je zwei universelle
Uberlagerungen von X équivalent. Wir sprechen daher von der universellen
Uberlagerung von X ; ihre Blitterzahl ist die Ordnung der Gruppe m1(X, x0).

A.2.29 Korollar:
Es sei p : X — X eine universelle Uberlagerung Dann besitzt jede stetige
Abbildung f : X — X eine Liftung f : X — X, also f =7 o f.

A.2.30 Definition:

Ein Raum X heifit semilokal einfach-zusammenhéidngend, wenn zu jedem
x € X eine Umgebung U von x existiert, so dass jeder geschlossene Weg in
U nullhomotop in X ist. X heifit hinreichend zusammenhéingend, wenn
X wegzusammenhéngend, lokal wegzusammenhéingend und semilokal einfach
zusammenhéangend ist.

A.2.31 Satz: (vgl [StZ 88, Satz 6.4.4, S. 158])
Jeder hinreichend zusammenhéngende Raum X besitzt eine universelle Uber-
lagerung p: X — X.

A.2.32 Definition:

Eine Decktransformation einer Uberlagerung p : X — X ist ein fasertreuer
Homéomorphismus h : X — X, d. h. p = p o h. Die Decktransformationen
bilden bzgl. der Hintereinanderschaltung eine Gruppe, die Decktransforma-

tionsgruppe D(X,p) = D(p) der Uberlagerung.

A.2.33 Satz: (vgl. [StZ 88, Satz 6.5.3, S. 161])

Die Decktransformat1onsgruppe D(X p) operiert eigentlich diskontinuierlich
und frei auf dem Uberlagerungsraum X. Insbesondere hat eine von der Iden-
titdt verschiedene Decktransformation keinen Fixpunkt, und zwei Decktrans-
formationen, die an einem Punkt iibereinstimmen, sind identisch. Aquivalente
Uberlagerungen haben isomorphe Decktransformationsgruppen.

A.2.34 Definition: (vgl. [StZ 88, Def. 6.5.4, S. 162])

Sei G eine Gruppe und U C G eine Untergruppe. Der Normalisator Ng(U)
von U in G ist die Untergruppe von G, die aus allen Elementen g € G mit
g 'Ug = U besteht. Ist p : X — X eine Uber]agerung und &y € X ein

Punkt iiber g € X, so bezeichen wir mit Np,m; (X,:UO) den Normalisator der
Untergruppe p,m1(X, &o) in 71 (X, zo).

A.2.35 Satz: (vgl [StZ 88, Satz 6.5.5, S. 162])

Esseip: X — X eine wegzusammenhéingende Uberlagerung. Dann ist D(X D)
isomorph zu NU/U, wenn U C m(X,z) eine zur Klasse C(X,p) gehérende
Untergruppe ist.
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A.2.36 Satz: (vgl. [StZ 88, Kor. 6.5.6, S. 163])

Sei p : X — X die universelle Uberlagerung des wegzusammenhéngenden
Raumes X und &y € X ein Punkt iiber zo € X. Dann gibt es zu jedem
u = la] € m(X,z9) genau eine Decktransformation h, € D(r), die &y auf den
Endpunkt der Liftung des Weges a zum Anfangspunkt I abbildet. Die so
definierte Funktion Il , : u — h,, ist ein Gruppenisomorphismus.

A.2.37 Satz und Definition: (vgl. [StZ 88, Def. 6.5.8, S. 163])
Eine wegzusammenhingende Uberlagerung p : X — X heift normal oder
reguldr, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

(a) Fiir alle Punkte %o, % iiber g ist pem1 (X, %0) = pam1(X, 7)), d. h. die
Konjugationsklasse C(X,p) besteht aus genau einer Untergruppe von
US| (X’ xO)‘

(b) Fiir jeden Punkt & iiber xo ist p,m1 (X, &) ein Normalteiler in 71 (X, x).

(¢c) Wenn ein beliebiger geschlossener Weg in X mit Anfangs- und Endpunkt
xo eine geschlossene Liftung hat, so sind alle seine Liftungen geschlossen.

(d) Ist X lokal wegzusammenhéngend: Zu je zwel Punkten Zo, &y, iiber xo gibt
es eine Decktransformation f mit f(Zg) = Zj,.

Regulir sind insbesondere: alle universellen Uberlagerungen, alle Uberlagerun-
gen von X, wenn m(X) abelsch ist, alle zweiblittrigen Uberlagerungen.

A.3 Simplizialkomplexe

A.3.1 Definition: (vgl [StZ 88, Def. 3.1.1, S. 70])

Seien xg,...,rq € R" Punkte in allgemeiner Lage. Die Punktmenge
q q
o=o0, :{x eER" z= Z)\ixi mit Z)‘i =1, \;> 0}
i=0 i=0
heift das (offene) Simplex mit den Ecken xy,...,x, oder das von xo,...,Z,

aufgespannte Simplex. Wir schreiben o = (zo,...,x4). Die Zahl q heifit die
Dimension von o, Bezeichnung: ¢ = dim o, und o heifit ein q-dimensionales
Simplex oder q-Simplex.

A.3.2 Definition: (vgl [StZ 88, Def. 3.1.4, S. 72])

Es seien o, 7 C R™ Simplexe. T heifit Seite von o, Bezeichnung: T < o, wenn
die Ecken von T auch Ecken von ¢ sind. Wenn 7 < ¢ und 7 # o gilt, heifit T
eigentliche Seite von o; wir schreiben: T < o.

A.3.3 Definition: (vgl [StZ 88, Def. 3.1.6, S. 72|)
Ein Simplizialkomplex K ist eine endliche Menge von Simplexen im R™ mit
folgenden Eigenschaften:

(1) Ausoe K undt < o folgt T € K.
(2) Auso,7 € K und o # 7 folgt c N7 = (.
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Die 0- bzw. 1-Simplexe von K heiflen Ecken bzw. Kanten von K. Die Zahl
dim K = max,cx dim o heilt die Dimension von K.

A.3.4 Definition: (vgl [StZ 88, Def. 3.1.7, S. 72])

Sei K ein Simplizialkomplex. Die Teilmenge |K| = |J,cx 0, zusammen mit
der Teilraumtopologie des R™, heifit der dem Simplizialkomplex zugrunde
liegende topologische Raum. Ein topologischer Raum X heif}t ein trian-
gulierbarer Raum oder ein Polyeder, wenn es einen Simplizialkomplex K
gibt, so dass |K| homdomorph ist zu X.

A.3.5 Korollar: (vgl [StZ 88, Bem. 3.1.8, S. 73])
Jedes Polyeder ist homdomorph zu einer kompakten Teilmenge des R", also ein
kompakter metrisierbarer Raum.

A.3.6 Definition: (vgl [StZ 88, Def. 3.1.10, S. 74])

Zu jedem Punkt x € |K| gibt es nach Definition A.3.3 (2) ein Simplex 0 € K
mit x € 0. Dieses Simplex heifit das Trdgersimplex von x in K und wird mit
Try (x) bezeichnet.

A.3.7 Definition: (vgl. [StZ 88, Def. 3.1.16, S. 75])
Eine Funktion ¢ : K — L zwischen Simplizialkomplexen heif}t simpliziale
Abbildung, wenn gilt:

(1) ¢ bildet Ecken von K in Ecken von L ab.

(2) Sind zo,...,z4 € K die Ecken von o € K, so ist (o) € L das Simplex,
das von den verschiedenen der Ecken ¢(xg),...,¢(xq) € L aufgespannt
wird.

A.3.8 Satz und Definition: (vgl. [StZ 88, Satz und Def. 3.1.18, S. 75])
FEine simpliziale Abbildung ¢ : K — L induziert eine stetige Abbildung |p| :
|K| — |L| durch

¢l (Z )\z‘ﬂ%) = Z Aip(x;).

A.3.9 Definition: (vgl. [StZ 88, Def. 3.2.1, S. 78]))
Der Schwerpunkt 6 des g-Simplexes o ist der Punkt mit den baryzentrischen

i — — _ 1 | q ] .
Koordinaten \g = -+ = Ay = g d. h. 6 = ) > i i, wenn das Simplex o
von den Punkten xo, ..., x, aufgespannt wird.

A.3.10 Satz und Definition: (vgl. [StZ 88, Satz und Def. 3.2.2, S. 78))
Zu jedem Simplizialkomplex K gibt es einen Simplizialkomplex K', die
sog. Normalunterteilung von K, mit den folgenden FEigenschaften:

(1) Die Ecken von K’ sind die Schwerpunkte 6 der Simplexe o € K.

(2) Die Ecken 6°,...,69 von K' spannen genau dann ein zu K' gehorendes
q-Simplex auf, wenn fiir die zugehérigen Simplexe o9, ..., 09 € K bei
geeigneter Nummerierung 0¥ < o' < --- < 04 gilt.

(3) Esist |[K'| = |K]|; ferner haben K' und K die gleiche Dimension m.
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(4) Fiir jedes Simplex o' € K" ist d(0") < 75 max,ex diam(o).
A.3.11 Satz und Definition: (vgl. [StZ 88, Satz und Def. 3.2.3, S. 81])
Zu jedem Simplizialkomplex K und jeder Zahl € > 0 gibt es eine natiirliche
Zahl q, so dass alle Simplexe der g-ten Normalunterteilung K9 von K einen
Durchmesser < ¢ haben; dabei ist K9 induktiv durch K& = L' und K@ =
(K@=VY fiir ¢ > 1 definiert.

A.3.12 Definition: (vgl [StZ 88, Def. 3.2.4, S. 81])

Gegeben seien Simplizialkomplexe K und L und eine stetige Abbildung f :
|K| — |L|. Eine simpliziale Abbildung ¢ : K — L heifit simpliziale Approxi-
mation von f, wenn fiir alle x € | K| der Punkt |p|(x) € |L| im abgeschlossenen
Trégersimplex von f(x) liegt, also ||(z) € cl(Try, f(x)).

A.3.13 Satz: (vgl. [StZ 88, Satz 3.2.5, S. 81])
Ist ¢ : K — L eine simpliziale Approximation von f : |K| — |L|, so ist
ol > f: |K| — |L].

A.3.14 Satz: (vgl. [StZ 88, Satz 3.2.7, S. 81])
Zu jeder stetigen Abbildung f : |K| — |L| und zu jeder hinreichend groBen Zahl
q gibt es eine simpliziale Approximation ¢ : K9 — L von f.

A.3.15 Definition: (vgl [StZ 88, Def. 3.2.8, S. 81])
Fiir eine Ecke p € K heifit Stx(p) = {z € |K|| p < Trx(z)} der Eckenstern
von p in K. Er ist eine Teilmenge von |K|.

A.3.16 Satz: (vgl. [StZ 88, Hilfssatz 3.2.9, S. 82])
(a) Die Eckensterne von K bilden eine offene Uberdeckung von |K|.

(b) Ist U eine offene Uberdeckung von |K|, so ist die Uberdeckung von |K|
durch die Eckensterne von K@ fiir alle hinreichend grofien q feiner als U
(d. h. jeder Eckenstern von K9 ist in einem U € U enthalten).

A.4 Langenriaume

A.4.1 Definition:

Seien (X,d) und (X, d) metrische Riume. Eine bijektive Abbildung f : X — X
heift Isometrie, falls d(f(z), f(y)) = d(z,y) fiir alle z,y € X gilt. f ist
eine lokale Isometrie, wenn fiir jedes © € X ein ¢ > 0 existiert, so dass die
Einschrinkung f|p(,) eine Isometrie ist (und folglich nach B(f(x),e) abbildet).

A.4.2 Definition:

Es sei (X,d) ein metrischer Raum, ¢ : [a,b] — X ein Weg und a =ty < t1 <
-++ < tp, = b eine Partition von [a,b]. Dann definieren wir

Llc,to, - tn) ==Y d(c(ti1), c(ts)).
i=1
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Die Linge L(c) von c ist definiert durch
L(c) :=sup{L(c,tg,...,tn)| a =1ty <ty <--- <t, =b Partition von [a,b]} .

1 Sie ist eine nichtnegative reelle Zahl oder oco. Gilt L(c) < oo, so heifit ¢
rektifizierbar. Ein Weg v : [a,b] — X heifit natiirlich parametrisiert, falls
L(Ylge)) = |t —t'| fiir alle t,t' € [a, b].

A.4.3 Satz: (vgl [Bur 01, Prop. 2.3.4, S. 34])
Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann gilt:
(a) L(7) = d(y(a),~(b)) fiir alle Wege 7 : [a,b] — X.
(b) Fiira <c <b gilt L(v]jg,q) + L(W[e) = L(7)-
(c) Ist vy rektifizierbar, so ist (t,s) — L(7|y4) stetig in t und s.

A.4.4 Definition:
Ein metrischer Raum (X, d) hei8t Ldngenraum, falls fiir alle z,y € X gilt:

d(z,y) =inf{L(c)| ¢: I — X rektifizierbarer Weg von = nach y} .

A.4.5 Satz: (vgl [Bur 01, Prop. 2.5.9, S. 46])

Sei (X,d) ein metrischer Raum und v : [a,b] — X ein rektifizierbarer Weg.
Dann kann « in der Form v = 7 o ¢ dargestellt werden, wobei 7 : [0, L(y)] — X
natiirlich parametrisiert ist und ¢ eine monoton wachsende Abbildung von [a, b]
nach [0, L(vy)] ist.

A.4.6 Definition:

Sei (X,d) ein Lédngenraum und seien xz,y € X. Ein Weg ~ : [a,b] — X von
x nach y heifit ein kiirzester Weg, wenn L(v) < L(v') fiir alle Wege 4/ von
x nach y. X heifit geodétischer Lingenraum, wenn es zu je zwei Punkten
x,y € X einen kiirzesten Weg v : [a,b] — X von x nach y gibt.

A.4.7 Definition:

Sei (X,d) ein Lingenraum. Ein Weg 7 : (a,b) — X heifit Geodéte, wenn fiir
jedes t € I ein Intervall J existiert, das eine Umgebung von t enthélt, so dass
~|s ein kiirzester Weg ist.

A.4.8 Satz: (vgl [Bur 01, Theorem 2.5.28, S. 51])

Sei (X, d) ein vollstdndiger und lokal kompaker Lingenraum. Dann gilt:
(a) Jede abgeschlossene beschréinkte Teilmenge von X ist kompakt.
(b) X ist ein geodétischer Léingenraum.

Insbesondere ist also jeder kompakte Lingenraum geodétisch.

A.5 Mannigfaltigkeiten und Orbifaltigkeiten

A.5.1 Definition:
Es sei M ein Hausdorffraum, der das zweite Abzédhlbarkeitsaxiom erfiillt. Fer-
ner existiere zu jedem Punkt x € M eine offene Umgebung U, die homéomorph
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zu einer offenen Teilmenge des R", n € N, ist. Dann nennt man M eine to-
pologische Mannigfaltigkeit. Jedes Paar (U,h) aus einer solchen Umge-
bung U und einem Homdéomorphismus h : U — V heifit Karte. Eine Menge
A = {(Ua, ha) }aca heiBt Atlas, falls {Uy}aca eine Uberdeckung von M ist.
Ist n (= dimR") fiir alle x € X konstant, so heifit n die Dimension von M.

A.5.2 Satz: (vgl [Mnk 75, Ex. 1, S. 224))
Eine topologische Mannigfaltigkeit M ist lokal kompakt, lokal wegzusam-
menhédngend, semilokal einfach zusammenhéingend und metrisierbar.

A.5.3 Definition:

Eine hausdorffsche topologische Gruppe I' operiert auf einem lokal kompak-
ten Hausdorflraum X eigentlich diskontinuierlich, falls fiir jede kompakte
Menge K C X nur endlich viele v € T' existieren mit vK N K # ().

A.5.4 Definition:

Eine Orbifaltigkeit besteht aus einem Hausdorffraum X und einer offenen
Uberdeckung {U;}ie; von X, die abgeschlossen ist unter endlichen Schnit-
ten. Zu jeder Menge U; gehdrt eine eine endliche Gruppe 1';, eine Wir-
kung von T; auf einer offenen Menge U; C R"™ und ein Homdéomorphismus
p; U = UZ/FZ Wann immer U; C U; gilt, muss ein injektiver Homomorphis-
mus f;; : I' — I'; existieren und eine Einbettung ¢;; : Ui — Uj, dquivariant
bzgl. fij, d. h. @;j(vx) = fi;(7)ij(x) fiir alle v € T';, so dass folgendes Dia-
gramm kommutiert:

Pij
—

— &

ij=Pii /i ~
/P;PJ Bij/ UJ/PZ

J/fij
U;/T;
Tw

c Uj

Se— S

Pi

—

&

A.5.5 Satz: (vgl [Thr 02, Prop. 13.2.1, S. 302])

Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit und I' eine Gruppe, die auf M eigent-
lich diskontinuierlich operiert. Dann besitzt M /T eine kanonische Orbifaltig-
keitsstruktur.

A.5.6 Definition:

Sei O eine Orbifaltigkeit mit zugrunde liegendem Raum X. Dann wird je-
dem Punkt x € X eine Gruppe 'y, zugeordnet, die wohldefiniert bis auf Iso-
morphismen ist. In einem lokalen Koordinatensystem U = U JT ist T, die
Isotropiegruppe jedes Punktes in U, der auf = abgebildet wird. Die Menge
Yo ={x € X|TI'y # {1}} heiit singuléire Menge von O.

A.5.7 Definition:
Eine Orbifaltigkeitsiiberlagerung zwischen Orbifaltigkeiten O und O’ ist
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eine Abbildung p : X — X' der zugrunde liegenden Réiume, so dass jeder
Punkt z € X' eine Umgebung U = U/T" (U offen in R™) hat, so dass jede
Komponente V; von p~*(U) isomorph zu U/T; ist, wobei I'; C T irgendeine
Untergruppe ist. Der Isomorphismus muss die Projektionen respektieren.

A.5.8 Satz: (vgl [Thr 02, Prop. 13.2.4, S. 305])

Eine Orbifaltigkeit O hat eine universelle Uberlagerung O. Mit anderen Wor-
ten: Ist x € Xp\YXo ein Basispunkt, so ist O, p: X5 — Xo, eine zusam-
menhéngende Orbifaltigkeitsiiberlagerung mit Basispunkt Z, der auf x abgebil-
det wird, so dass fiir jede andere Orbifaltigkeitsiiberlagerung O', p' : X5 — Xo
mit Basispunkt &', p'(%') = x, eine Liftung q : X5 — X, zu einer Uberlage-
rungsabbildung von O' existiert. Insbesondere gilt also p = p' o q.

A.6 Dynamik linearer Abbildungen

A.6.1 Definition:

Sei || - || eine Norm auf R™. Dann definiert man auf R"*" die von || -|| induzierte
Operatornorm
Av
4] = sup 1240
v#£0 ||U||

Ferner definiert man den Spektralradius r(A) einer Matrix A als das Maxi-
mum der Betrige der Eigenwerte von A.

A.6.2 Satz:
Sei || - || eine Norm auf R™. Dann gilt fiir A, B € R™™ und v € R":

(a) [IAB| < [IA[llIB]-
(b) [[Av]| < [lA]l]Jv]].

(©) [[A]l = r(A).
A.6.3 Satz: (vgl [Kat 95, S. 20))
Sei A € R™™. Dann existiert fiir jedes 6 > 0 eine Norm || - | auf R™ mit
|A|| < r(A) + 6. Fiir eine beliebige Norm || - || und jedes £ > 0 existiert ein
C: > 0 mit:

|A*v|| < C(r(A) 4+ e)*|v||  fiir alle v € R", k € N.
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Notation

re A
x¢ A
{z € X| E(z)}
ACB
BDA
Ax B
An
AUB
UjeJAj
ANB
ﬂjeJAj
A\B
#A

f:X—>Y

[ (X z) = (Yy)
f(z) = g(x)

f7(B)

=~ amam®N
+

n

n

05)

leere Menge

x Element von A

z kein Element von A

Menge aller € X mit der Eigenschaft F(x)
A Teilmenge von B

B Obermenge von A

kartesisches Produkt von A und B, {(a,b)| a € A,b € B}
n-faches kartesisches Produkt von A mit sich selbst

A vereinigt B

Vereinigung aller A;, j € J
A geschnitten B
Durchschnitt aller A;, j € J
A ohne B

Méchtigkeit von A

f Abbildung von X nach Y

f Abbildung von X nach Y mit f(z) =y
flz)=g(x) firallez e X (f,g: X = Y)
Komposition von f und g, (f og)(z) = f(g9(z))
Einschrinkung von f auf die Menge A

Bild von A unter f, {y € Y|z € A: f(z) =y}
Urbild von B unter f, {x € X| f(z) € B}

n-te Iterierte von f, f* = fo f*~1, f0=id
Urbild von B unter f"

Natiirliche Zahlen, {1,2,3,...}

NuU {0}

Ganze Zahlen, {...,-2,-1,0,1,2,...}
Reelle Zahlen

Nichtnegative reelle Zahlen, {x € R| z > 0}
Komplexe Zahlen

R U {—00, 400}

Riemannsche Zahlenkugel, C U {oo}
kompaktes Intervall, meist [0, 1] oder [—1,1]
n-dimensionaler euklidischer Raum

n-dimensionale Einheitssphére, {z € R"!| ||z|| = 1}
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Tn
Knxn
Gl(n,K)

cl(A)
int(A)
bd(A)

X/ ~
X/G

pr

prp

(Xa 'IO)

1 (X, .%'0)
(X, d)
B(z,¢)
diam A
(xn)nEN
lim,,— o0 Zn,
d-lim,_ o Tp

sgn(z)
Rez

Im ~

NOTATION

n-dimensionaler Torus, R"/Z" 2 S1 x ... x S*
n X n-Matrizen mit Eintrdgen in K
Allgemeine lineare Gruppe von K"

Topologischer Abschluss von A
Inneres von A

Rand von A

Quotientenraum nach der Aquivalenzrelation ~

Orbitraum unter der Gruppenoperation G x X — X, (g,z) — gz

Projektion auf den Quotientenraum, = +— [z]

Projektion auf den Orbitraum unter der Wirkung von I'
Raum mit Basispunkt

Fundamentalgruppe von (X, )

Metrischer Raum

e-Ball um z, {y € X| d(y,z) < ¢}

Durchmesser von A, sup,, ,c4 d(z,y)

Folge, Abbildung von N in einen topologischen Raum X
Grenzwert der konvergenten Folge (z,,)nen

Grenzwert der bzgl. der Metrik d konvergenten Folge (2, )nen

Vorzeichen (Signum) der reellen Zahl x
Realteil von z

Imaginérteil von z

die zu z € C komplex konjugierte Zahl
Betrag der komplexen Zahl z

der dem Simplizialkomplex K zugrunde liegende Raum
das Tragersimplex von z in K
der Eckenstern von p in K

Vorwiértsorbit von x unter f

Riickwirtsorbit von x unter f

Fixpunktmenge von f

n-periodische Punkte von f

Periodische Punkte von f

w-Grenzmenge von x unter f

Menge der nichtwandernden Punkte von f
Pullback-Operator von f nach g, ho f =ho ®g,(h)

Identitdt auf X
Abbildungen von X nach Y
Menge der stetigen Abbildungen von X nach Y

Menge der Homéomorphismen von X nach Y
Menge der stetigen Selbstabbildungen von X, C(X, X)

{f eC(X)| fzo) = 21}
Homoéomorphismengruppe von X, H(X, X)



NOTATION

H(X, o, 1‘1)
H(I)
H=(I)

Jx

[4, B]
Tco(F)
A(f,g)

A (h, k)
f~

D(m)

11

1£1I*
det A

tr A
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{h € H(X)[ h(zo) = x1}

{h € H(I)| h monoton wachsend}

{h € H(I)| h monoton fallend}

von f:(X,z) — (Y,y) auf 71 (X, z) ind. Homomorphismus
(Fe VY| f(4) C B)

kompakt-offene Topologie auf F C YX

Abstand in der Supremumsmetrik, sup,cx d(f(z), g(z))
A(hk) + AR kY

f homotop zu g

Decktransformationsgruppe von 7 : X — X, {y e H(X)| m = 7o~}
Isotropiegruppe von z, {y € I'| v(z) = &}

Menge der singuliren Werte von 7 : X — X

Menge der Homomorphismen von G nach H
Menge der Isomorphismen von G nach H
Menge der Endomorphismen von G

Menge der Automorphismen von G

Tangentialraum an die Mannigfaltigkeit M im Punkt z
Differential der Abbildung f im Punkt z

Lénge der Kurve ¢

Operatornorm der linearen Abbildung f

Konorm der linearen Abbildung f

Determinante der Matrix A

Spur der Matrix A

Raum der integrierbaren Funktionen f: X — R

der zu f gehorige Frobenius-Perron-Operator
Weierstraf’sche p-Funktion, z — z% + Zw7ﬁ0[(z—+w)2 — %]
der Grad einer rationalen Funktion f

Juliamenge der rationalen Funktion f

postkritische Menge der rationalen Funktion f
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Alexandrov-Raum, 50 Orbifaltigkeit, 32

Orbit
Bernoulli-Shift, 83 periodischer, 9

Beschattungseigenschaft, 45 Pseudo-, 45
Beschattungslemma, 46
Punkt

Chaos, 13, 83 periodischer, 9

Closing-Lemma, 46
Riemannsche Zahlenkugel, 37, 101

Dekomposition

spektrale, 47 Smith-Normalform, 103
Expansionsfaktor, 39 Torus
Expansionskonstante, 39 n-dimensionaler, 97, 101

zweidimensionaler, 84
Fatou-Menge, 103 Torusendomorphismus, 53, 97

Frobenius-Perron-Operator, 87 Tschebyscheff-Polynom, 101
Fundamentalbereich, 25, 101

Weierstrafi’sche @-Funktion, 102
Hausdorff-Dimension, 51

Zeltabbildung, 13, 15, 91
Julia-Menge, 42, 103

Kompakt-offene Topologie, 17

Liegruppe, 54
Logistische Abbildung, 13, 15, 91

Mannigfaltigkeit
differenzierbare, 19
mit Rand, 32
Riemannsche, 41, 51, 79, 86
topologische, 30, 50

Menge
hyperbolische, 79
invariante, 9
nichtwandernde, 11

Metrik
linksinvariante, 54
Riemannsche, 42

Nilmannigfaltigkeit, 54
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